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Introduccio´
L’impuls de catalogar, mesurar i de classificar-ho tot de la forma me´s precisa possible ha
estat inherent en l’e´sser huma` des dels seus inicis. Euclides [330 a.C. - 275 a.C.], ma-
tema`tic i geo`metra grec conegut com “el pare de la Geometria”, va estudiar el pla i totes
les propietats que tenia invariants fos quina fos la forma en que es presente´s, formulant
aix´ı els cinc postulats d’Euclides.
La geometria que va sorgir d’aquests postulats s’anomena encara a dia d’avui geometria
euclidiana. Que` entenem pero` per geometria? La idea me´s senzilla e´s la d’un espai format
per un conjunt de punts relacionats entre ells per una dista`ncia. Resulta pero`, que no
nome´s existeix la geometria euclidiana.
Si obviem el cinque` postulat d’Euclides, “Donada una recta i un punt exterior a aquesta,
existeix una u´nica recta paral·lela que passa per aquest punt”, apareixen dues geometries
me´s: la geometria el·l´ıptica i la hiperbo`lica.
En aquest treball ens centrarem en l’estudi elemental de les superf´ıcies dotades d’aquestes
tres geometries, entenent per elemental les eines usades a l’hora de dur a terme aquest
estudi. De fet, emprant eines tan avanc¸ades com pot ser la geometria diferencial po-
dem classificar una superf´ıcie segons la seva curvatura, distingint si aquesta e´s positiva
(el·l´ıptica), negativa (hiperbo`lica) o igual a zero (euclidiana). Aquesta classificacio´ e´s
va`lida per a superf´ıcies de dimensio´ n ∈ N (veure [2]) pero` el nostre estudi recaura` en el
cas n = 2, restringint-nos a la geometria me´s elemental que ens sigui possible.
Fruit d’intentar minimitzar la complexitat de les eines usades, sorgira` la necessitat d’em-
prar altres a`mbits de la matema`tica, com sera` la teoria de grups, la qual veurem rela-
cionada amb els moviments isome`trics que podem descriure sobre certes superf´ıcies; la
variable complexa, per poder facilitar els ca`lculs i la comprensio´ del que succeeix en certes
ocasions; i el ca`lcul integral ba`sic.
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Cap´ıtol 1
Superf´ıcies Euclidianes
L’objectiu d’aquest cap´ıtol e´s l’estudi i classificacio´ de les superf´ıcies euclidianes, que so´n
aquelles que localment es poden identificar amb el pla euclidia`. Abans, pero`, introduirem
algunes nocions importants.
1.1 Espais me`trics
1.1.1 Definicio´. Un espai me`tric e´s una dupla (X, dX) on X e´s un conjunt i dX e´s una
dista`ncia. Una dista`ncia e´s una aplicacio´
dX : X ×X → R (1.1.1)
tal que compleix les propietats segu¨ents:
i) dX(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X i dX(x, y) = 0⇔ x = y
ii) dX(x, y) = dX(y, x) ∀x, y ∈ X
iii) dX(x, y) ≤ dX(x, z) + dX(z, y) ∀x, y, z ∈ X
1.1.2 Exemple. Tots els espais Rn amb n ∈ N i els seus subespais, juntament amb la
dista`ncia
d(x, y) =
√∑n
i=1
(xi − yi)2
per x, y ∈ Rn, formen un espai me`tric (X, d).
En topologia es busquen relacions entre espais me`trics a partir d’homeomorfismes, en
aquest treball, pero`, ens interessaran un altre tipus de morfismes: els isomorfismes.
Anem abans a introduir el primer concepte.
1.1.3 Definicio´. Siguin X i Y dos espais me`trics, una aplicacio´ f : X → Y e´s un home-
omorfisme si e´s bijectiva i bicont´ınua. Llavors diem que X i Y so´n espais homeomorfs.
1.1.4 Exemple. Si considerem la funcio´ f que envia els punts de la circumfere`ncia unitat
al quadrat circumscrit a ella de la forma que es mostra en la Figura 1.1, es te´ que e´s un
homeomorfisme i, per tant, la circumfere`ncia i el quadrat so´n homeomorfs.
1.1.5 Definicio´. Per a un espai me`tric X qualsevol, anomenarem disc de centre p i radi
r al conjunt
Br(p) = {x ∈ X| dX(p, x) < ε} (1.1.2)
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Figura 1.1: Homeomorfisme f entre la circumfere`ncia i el quadrat.
1.1.6 Definicio´. Direm que un espai me`tric S e´s una superf´ıcie si per a tot P ∈ S existeix
un entorn U , que conte´ P , homeomorf a un disc de R2 (eq. 1.1.2).
Una de les superf´ıcies me´s senzilles i, alhora, me´s importants e´s el pla euclidia`.
1.1.7 Exemple. El pla euclidia`. L’exemple me´s ba`sic de superf´ıcie e´s el pla euclidia`,
doncs, evidentment, qualsevol punt P ∈ R2 tindra` un entorn homeomorf a un disc de R2:
el propi disc.
Recordem que la dista`ncia natural del pla e´s
d(P,Q) =
√
(p1 − q1)2 + (p2 − q2)2 (1.1.3)
Nota. Si no s’esmenta el contrari considerarem sempre que el pla euclidia` te´ associada
la dista`ncia euclidiana, per notacio´ tindrem d(P,Q) = ||−→PQ|| = ||Q− P ||.
O, senzillament, |PQ|.
1.1.8 Exemple. L’esfera. Si considerem l’esfera com
S2 = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = 1}
amb la dista`ncia indu¨ıda per R3, tambe´ e´s una superf´ıcie.
Un cop vista la relacio´ entre espais me`trics, indu¨ıda pels homeomorfismes, veurem la
relacio´ que ens interessara` a nosaltres, generada a partir dels isomorfismes.
1.1.9 Definicio´. Siguin X i Y dos espais me`trics, una aplicacio´ f : X → Y e´s una
isometria si preserva dista`ncies, e´s a dir
dX(x, y) = dY (f(x), f(y)) ∀x, y ∈ X (1.1.4)
Llavors diem que X i Y so´n espais isome`trics.
Fixem-nos que dos espais me`trics poden ser homeomorfs i que en canvi no siguin isome`trics,
tal i com podem veure en l’exemple segu¨ent.
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1.1.10 Exemple. Si considerem S1 l’esfera de radi 1, S2 l’esfera de radi 2 i l’aplicacio´
f : S1 → S2
(x, y, z) → 2(x, y, z)
es pot veure que S1 i S2 so´n homeomorfes, ja que f e´s bijectiva i bicont´ınua, pero` no so´n
isome`triques, doncs la dista`ncia entre dos punts diferents no e´s la mateixa que hi ha entre
les respectives imatges.
1.2 Superf´ıcies Euclidianes
1.2.1 Definicio´. Direm que una superf´ıcie S e´s localment euclidiana quan per a tot punt
A ∈ S existeixi un ε > 0 tal que Bε(A) e´s isome`tric a un disc euclidia`, que no e´s res me´s
que un conjunt com el definit a (eq. 1.1.2) amb S el pla euclidia`.
E´s a dir, sigui Br(A) ∈ S i Br′(A′) ∈ R2, llavors existeix una bijeccio´ ϕ entre els dos
conjunts tal que
dS(B1, B2) = d(ϕ(B1), ϕ(B2))
A continuacio´ es presenten alguns exemples de superf´ıcies que, amb la dista`ncia apropiada,
so´n euclidianes.
1.2.2 Exemple. El cilindre. El cilindre e´s una superf´ıcie inclosa en R3 representada per
C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1}
Podem considerar dos dista`ncies:
1) La indu¨ıda per R3, que la notarem per d.
2) dC(P,Q) = inf{long(α)| α e´s qualsevol camı´ C∞ inclo`s en C de P a Q}.
Si considerem l’espai me`tric (C, d) resulta que el cilindre no e´s una superf´ıcie localment
euclidiana, pero` si en comptes d’aquesta dupla considerem (S, dC) llavors s´ı que ho e´s.
Notem que la dista`ncia 2 do´na com a resultat l’he`lix que passa per P i Q en menys d’una
volta al cilindre (Figura 1.2).
Figura 1.2: Camı´ de dista`ncia mı´nima de P a Q sobre el cilindre.
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El cilindre es pot representar tambe´ en R2 d’una manera me´s abstracta de la forma
segu¨ent: sigui el subconjunt del pla euclidia` coordenat
C ′ = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1}
identificarem els punts de la forma (0, y) amb (1, y), de manera que la recta {x = 0} e´s
la recta {x = 1}.
Falta ara definir quina dista`ncia usarem, per fer-ho replicarem la banda C ′ al llarg del
pla euclidia`, e´s a dir, no nome´s farem la identificacio´ de les rectes esmentades, sino´ que
considerarem que els punts (x, y) so´n els mateixos que els de la forma (x + k, y) amb
k ∈ Z.
La dista`ncia sera`:
dC′′(P,Q) = min{d(P, Q˜) on Q˜ e´s el conjunt de punts identificats amb Q} (1.2.1)
Si considerem doncs (C ′′, dC′′) on C ′′ e´s C ′ aplicant-li aquestes identificacions, sera` una
superf´ıcie localment euclidiana. Anem a comprovar-ho.
Si escollim el disc Bε(P ) amb ε <
1
2
tindrem que per a tota parella P,Q ∈ Dε(P ) es
compleix que dC′′(P,Q) = d(P,Q), i per tant sera` isome`tric a un disc de mateix radi de
R2, tal i com es pot observar en la Figura 1.3.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.
0.2
0.4
0.6
0.8
1.
0
Bδ(P
′)
Bε(P )
Figura 1.3: Discs de radi ε < 1
2
i δ > 1
2
sobre el cilindre “abstracte”.
1.2.3 Exemple. El tor. De la mateixa manera que hem vist en l’exemple anterior, es
pot representar el tor en R2. Considerem el subconjunt del pla euclidia` coordenat
T = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}
i ara, a part de la identificacio´ anterior, tambe´ identifiquem els punts de la forma (x, y)
amb (x, y + k) amb k ∈ Z.
Considerem tambe´ la dista`ncia definida en (eq. 1.2.1). Aix´ı, tenim ara el tor representat
en un “tros”del pla euclidia` i, per tant, escollint un ε prou petit tambe´ sera` superf´ıcie
localment euclidiana.
Cal anar amb cura a l’hora de dir si una superf´ıcie e´s localment euclidiana o no, ja
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que si considerem el tor habitual en R3 no ho sera`. Recordem que el tor en R3 compleix
l’equacio´
(R−
√
x2 + y2)2 + z2 = r2
on (x, y, z) ∈ R3 i R, r so´n els radis del tor.
Aixo` passa perque`, tot i que les dues representacions so´n homeomorfes, no so´n pas
isome`triques.
1.3 Isometries del pla
En aquest apartat estudiarem certes aplicacions del pla euclidia` tals com les isometries i,
me´s generalment, les aplicacions afins.
1.3.1 Definicio´. Sigui E l’espai de vectors de R2, una aplicacio´ af´ı de R2 e´s una funcio´
f : R2 → R2 tal que si definim per qualsevol punt P ∈ R2
f˜P : E → R2 → R2 → E
~u → P + ~u → f(P + ~u) → f(P + ~u)− f(P )
llavors f˜P e´s una aplicacio´ lineal. L’aplicacio´ f es pot expressar de la forma
f(~x) = M~x+~b (1.3.1)
Observacio´. Una isometria de R2 e´s una isometria com la definida en (eq. 1.1.4) amb
els espais de sortida X i d’arribada Y sent R2.
Recordem a continuacio´ alguns resultats de geometria af´ı i euclidiana.
1.3.2 Teorema. Una aplicacio´ e´s af´ı si, i nome´s si, mante´ la col·linealitat dels punts i
conserva les raons de punts alineats.
Demostracio´. Fixem-nos primer que f mante´ la col·linealitat dels punts i conserva les
raons de punts alineats independentment de ~b, ja que una translacio´ no alterara` els resul-
tats. Suposem, doncs, que ~b = 0 i per tant es te´ que f(~x) = M~x.
Siguin ara A, B i C tres punts alineats, definim ~u =
−→
AB i ~v =
−→
AC. Per ser punts alineats
tenim que ~v = λ~u. Es te´ ara que
f(
−→
AB) = f(~u) = M~u
f(
−→
AC) = f(~v) = M~v = Mλ~u = λM~u
Per tant, f mante´ la col·linealitat i conserva les raons de punts alineats.
1.3.3 Proposicio´. Una isometria e´s una aplicacio´ af´ı.
Demostracio´. Una isometria conserva dista`ncies, en concret, conserva les dista`ncies entre
tres punts alineats, el que implica que conserva la col·linealitat dels punts i les raons entre
punts alineats. Per tant, e´s una funcio´ af´ı.
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Observacio´. Podem expressar les isometries de la forma (eq. 1.3.1), per tant podem
classificar-les tal i com ho far´ıem amb una aplicacio´ af´ı.
1.3.4 Teorema. Si f e´s una isometria, que l’expressarem com f(~x) = M~x+~b, llavors M
e´s una matriu ortogonal.
Demostracio´. Com que f e´s una isometria de R2, M sera` una matriu 2× 2
M =
(
a c
b d
)
Observem primer que f˜ te´ la mateixa matriu i que conserva normes (conserva dista`ncies),
cosa que implica que conserva el producte escalar i, per tant:
utv = 〈u, v〉 = 〈f˜(u), f˜(v)〉 = f˜(u)tf˜(v) = utM tMv
Aix´ı doncs M tM = Id i tindrem(
a b
c d
)(
a c
b d
)
=
(
1 0
0 1
)
Els coeficients de la matriu M compleixen doncs
a2 + b2 = 1 (1)
c2 + d2 = 1 (2)
ac+ bd = 0 (3)
A partir de les igualtats (1) i (2) i per la identitat trigonome`trica cos2θ + sin2θ = 1,
podem afirmar que existeixen θ i φ ∈ R tals que
a = cosθ
b = sinθ
c = cosφ
d = sinφ
A me´s, per (3), tenim cosθcosφ+ sinθsinφ = 0⇒ cos(φ− θ) = 0⇒ φ− θ = ±pi
2
I per tant {
c = cosφ = cos(θ ± pi
2
) = ∓sinθ
d = sinφ = sin(θ ± pi
2
) = ±cosθ
Per tant la matriu M sera` de la forma(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ
)
o
(
cosθ sinθ
sinθ −cosθ
)
Com que les dues matrius so´n ortogonals, concloem que M e´s ortogonal.
Observacio´. Com que M e´s una matriu ortogonal es tindra` que det(M) = ±1.
12
CAPI´TOL 1. SUPERFI´CIES EUCLIDIANES
1.3.5 Proposicio´. Podem distingir entre quatre tipus d’isometries:
1) Translacio´: Una translacio´ de vector ~x envia el punt P al punt P + ~x. Ho notarem per
T~x i tindra` expressio´
T~x(~P ) = Id · ~P + ~x = ~P + ~x
on ~P e´s el vector que indica la posicio´ del punt P respecte a l’origen.
Observem que tindrem det(M) = det(Id) = 1.
2) Rotacio´: Una rotacio´ d’angle θ i punt fix O envia el punt P al resultant de rotar
el pla euclidia` respecte al punt O amb angle θ, ho notarem per RO,θ. Si el punt fix e´s
l’origen, usarem la notacio´ Rθ i tindra` expressio´
Rθ(~P ) =
(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ
)
· ~P
Aquesta suposicio´ per facilitar l’expressio´ no provoca pe`rdua de generalitat ja que, si
volem un altre punt fix de rotacio´ el podem obtenir composant aquesta u´ltima amb trans-
lacions. En concret tenim RP,θ = T~PRθT−~P .
Observem que tambe´ tindrem det(M) = 1.
3) Simetria: Una simetria respecte a la recta l amb pendent α envia el punt P al re-
sultant d’invertir tots els punts del pla euclidia` respecte a la recta l. Ho notarem per Sl
i, si passa per l’origen, tindra` expressio´
Sl(~P ) =
(
cos2α sin2α
sin2α −cos2α
)
· ~P
Si la recta l no passa per l’origen caldra` que la translacio´ ~b sigui la necessa`ria per a que
la simetria coincideixi amb T~xSlT ~−x, on ~x envia la recta amb pendent α que passa per
l’origen a la recta l.
Observem que ara tindrem det(M) = −1.
4) Simetria amb lliscament: Una simetria respecte a la recta l seguida d’una transla-
cio´ amb direccio´ diferent al perpendicular de la recta l te´ la mateixa matriu que una
simetria.
Farem aquesta distincio´ entre simetries, ja que me´s endavant ens sera` u´til. Notarem
aquestes darreres de la forma Sl,~x, on ~x sera` la translacio´ que s’aplicara` despre`s de reflec-
tir respecte a la recta l.
Observem que, evidentment, tambe´ tindrem det(M) = −1.
Observacio´. Fixem-nos en que, amb la base adequada, si la matriu M diagonalitza ho
fara` com (
1 0
0 1
)
o
(
1 0
0 −1
)
1.3.6 Definicio´. Direm que una isometria preserva orientacio´ quan el determinant de la
matriu M sigui 1 i direm que no preserva orientacio´ quan sigui -1.
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1.3.7 Exemple. Translacio´. Podem considerar, per exemple, la translacio´ T(1,0). Que
envia tot punt P = (P1, P2) a T(1,0)(P ) = (P1 + 1, P2).
1.3.8 Exemple. Rotacio´. Si considerem la rotacio´ Rpi
4
, veiem com actuara` en la Figura
1.4 on envia P al resultant de rotar el pla respecte l’origen amb angle pi
4
.
0.2 0.4 0.6 0.8
0
0.2
0.4
0.6
0
α = pi
4
Rpi
4
(P )
P
Figura 1.4: Rotacio´ d’angle pi
4
.
1.3.9 Exemple. Simetria. Si ara es considera la simetria respecte de la recta l = {y = 0},
Sl, podem veure en la Figura 1.5 com actuara` en els punts P i Q.
−3. −2. −1. 1. 2.
−1.
1.
0
P
Sl(P )
Q
Sl(Q)
Figura 1.5: Simetria respecte a la recta {y = 0}.
Observacio´. La composicio´ de dues isometries de R2 tambe´ e´s una isometria de R2.
Demostracio´. Siguin ϕ i ψ dues isometries, tenim que
d(P,Q) = d(ψ(P ), ψ(Q)) = d(ϕ(ψ(P )), ϕ(ψ(Q))) ∀P,Q ∈ R2
I, per tant, la composicio´ ϕψ tambe´ e´s isometria.
1.3.10 Corol·lari. Les isometries de R2 formen un grup, que notarem com Isom(R2).
1.3.11 Teorema. Qualsevol translacio´ o rotacio´ e´s la composicio´ de dues simetries.
Rec´ıprocament, la composicio´ de dues simetries e´s una translacio´ o rotacio´.
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Demostracio´. Sense pe`rdua de generalitat, considerem els eixos coordenats de forma que
l’eix y sigui paral·lel a la direccio´ de la translacio´ T~x, de manera que ~x = (0, a). Llavors,
sigui P = (p1, p2), es te´
T(0,a)(p1, p2) = T(0, a
2
)
(p1, p2 +
a
2
) =
= T
(0,
a
2
)
S{y=0}(p1,−p2 − a2) =
= T
(0,
a
2
)
S{y=0}T(0,−a
2
)
(p1,−p2) =
= T
(0,
a
2
)
S{y=0}T(0,−a
2
)
S{y=0}(p1, p2) =
= S{y=a
2
}S{y=0}(p1, p2)
Aix´ı doncs, T(0,a) = S{y=a
2
}S{y=0}, que e´s la composicio´ de dues simetries.
Considerem ara, tambe´ sense pe`rdua de generalitat, que la rotacio´ te´ com a punt fix
l’origen O i, per tant, tenim Rθ.
Observem que
Rθ(p1, p2) = (p1cosθ − p2sinθ, p1sinθ + p2cosθ)
E´s fa`cil comprovar que
Rθ = R
O,
θ
2
S{y=0}R
O,− θ
2
S{y=0}
On R
O,
θ
2
S{y=0}R
O,− θ
2
e´s la simetria respecte la bisectriu dels vectors ~OP i ~ORθ(P ).
Siguin SL i SM dues simetries respecte a les rectes L i M respectivament. Considera-
rem, sense pe`rdua de generalitat, que L = {y = 0}. Si les dues rectes so´n paral·leles el
resultat de composar les dues simetries sera` una translacio´ T(0,a) on
a
2
e´s la dista`ncia que
les separa, forc¸a evident si mirem la primera part de la demostracio´.
Si, per contra, les rectes es tallen en un punt, suposem que en O, el resultat de composar
les dues simetries sera` una rotacio´ d’angle φ, on φ/2 e´s l’angle que formen L i M , cosa
que tambe´ es veu fa`cilment a la primera part de la demostracio´.
1.3.12 Corol·lari. Tota isometria es pot generar a partir de, com a ma`xim, tres simetries.
1.3.13 Lema. Qualsevol isometria del pla esta` determinada per les imatges de tres punts
no alineats.
Demostracio´. Siguin A, B i C tres punts de pla no alineats, tot punt P queda determinat
per les dista`ncies dA = d(A,P ), dB = d(B,P ) i dC = d(C,P ) respecte als tres punts i,
en efecte, f(P ) tambe´ quedara` determinat per aquestes mateixes dista`ncies dA, dB i dC
respecte les imatges f(A), f(B) i f(C) respectivament.
Al ser punts no alineats i f isometria, les imatges tambe´ seran punts no alineats i, per
tant, juntament amb les dista`ncies, nome´s quedara` determinada una possible localitzacio´
per f(P ).
Observacio´. De fet, aixo` passa per ser aplicacio´ af´ı, doncs amb la imatge de dos vectors
linealment independents ja n’hi ha prou per determinar-la.
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1.4 Superf´ıcies quocients
1.4.1 Definicio´. Direm que una relacio´ ' sobre un conjunt X no buit e´s d’equivale`ncia
si satisfa` les propietats segu¨ents:
(i) x ' x ∀x ∈ X
(ii) Si x ' y llavors y ' x ∀x, y ∈ X
(iii) Si x ' y i y ' z llavors x ' z ∀x, y, z ∈ X
Notarem el conjunt de punts relacionats amb x com [x], que anomenarem classe d’equi-
vale`ncia de x.
A partir d’aquesta definicio´ podem introduir el concepte d’espai quocient.
1.4.2 Definicio´. Definirem l’espai quocient a partir de l’espai X i de la relacio´ d’equi-
vale`ncia ' com l’espai que te´ per punts les classes d’equivale`ncia donades per ', i ho
notarem com X/ '.
1.4.3 Proposicio´. Sigui Γ ⊆ Isom(R2) un subgrup. La relacio´ segu¨ent e´s d’equivale`ncia:
P ' Q⇔ ∃ ϕ ∈ Γ tal que Q = ϕ(P )
Aix´ı, R2/Γ := R2/ ' e´s un espai quocient.
Demostracio´. Nome´s cal veure que la relacio´ e´s efectivament d’equivale`ncia, forc¸a directe
per ser Γ subgrup.
(i) Per ser Γ subgrup de Isom(R2) es te´ que Id ∈ Γ.
(ii) Si P ' Q, ∃ ϕ ∈ Γ tal que Q = ϕ(P ), per ser Γ subgrup ϕ−1 ∈ Γ i, per tant, Q ' P .
(iii) Si P ' Q i Q ' R llavors ∃ ϕ1, ϕ2 ∈ Γ tals que Q = ϕ1(P ) i R = ϕ2(Q). Llavors
ϕ2ϕ1 ∈ Γ per ser subgrup, R = ϕ2ϕ1(P ) i, per tant, P ' R.
1.4.4 Definicio´. La dista`ncia entre dues classes [x] i [y] sera` la mı´nima entre tots els
possibles parells (x, y) amb x ∈ [x] i y ∈ [y]. La topologia generada en els espais quocients
la anomenarem topologia quocient, indu¨ıda per la relacio´ d’equivale`ncia.
Hi hauran casos en que podrem assegurar que R2/Γ e´s una superf´ıcie localment euclidiana.
Cal, pero`, que el subgrup Γ compleixi algunes propietats.
Veiem primer que pot donar-se el cas que l’espai quocient definit no sigui ni superf´ıcie.
1.4.5 Exemple. Considerem l’espai quocient definit a trave´s del subgrup
Γ = {Rotacions de centre l’origen}
Aixo` ens defineix la relacio´ d’equivale`ncia
P ' Q⇔ ∃ ϕ ∈ Γ rotacio´ tal que Q = ϕ(P )⇔ ‖P‖ = ‖Q‖
Per tant tots els punts d’una mateixa circumfere`ncia queden identificats. Aix´ı, si anome-
nem Sr a la circumfere`ncia de radi r centrada en el zero,
R2/Γ = {Sr | r ≥ 0} ∼= {r | r ≥ 0} = [0,∞)
Que, tal com hav´ıem avanc¸at, no e´s superf´ıcie.
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1.4.6 Definicio´. Definirem l’o`rbita respecte el punt P d’un grup Γ com
Γ(P ) = {Q | Q = ϕ(P ) per algun ϕ ∈ Γ}
1.4.7 Definicio´. Direm que Γ e´s discontinu si tota o`rbita no te´ punts d’acumulacio´. E´s
a dir, per P fixat,
∀ Q ∈ Γ(P ), ∃ ε > 0 tal que (Bε(Q)\Q) ∩ Γ(P ) = ∅.
1.4.8 Definicio´. Direm que Γ no te´ punts fixos si
∀ϕ ∈ Γ amb ϕ 6= id es te´ que ϕ(P ) 6= P ∀P .
Els grups Γ que ens interessaran seran els que compleixin aquestes dues propietats es-
mentades.
Observacio´. Un grup Γ discontinu i sense punts fixos nome´s conte´ translacions i simetries
amb lliscament.
Demostracio´. De fet amb que Γ fos nome´s sense punts fixos ja n’hi hauria prou per que ho
compl´ıs, doncs tant les rotacions com les simetries sense lliscament tenen punts fixos.
Veiem ara que els espais quocients generats per grups sense una d’aquestes propietats no
so´n pas superf´ıcies. Per exemple, que continguin punts fixos.
1.4.9 Exemple. Sigui Γ = {Id,Rpi
2
, Rpi, R 3pi
2
}, on resulta evident que l’origen e´s un punt
fix de Γ. Considerem l’espai S = R2\Γ i el disc Bε(O′) on O′ e´s el punt imatge de l’origen,
per qualsevol de les quatre isometries, que e´s el propi origen en S.
Resultara` que per cap ε > 0 es te´ que Bε(O
′) e´s isome`tric a un disc de R2, doncs el disc
de R2 que do´na lloc a Bε(O′) sempre tindra` punts que s’identifiquen amb altres punts del
propi disc.
La propietat de discontinu¨ıtat tambe´ sera` necessa`ria en els grups Γ, tal i com ens il·lustren
els dos exemples segu¨ents.
1.4.10 Exemple. Sigui Γ = {T~x | ~x = (λ, 0) amb λ ∈ R}, considerem S = R2/Γ. No
sera` ni superf´ıcie, ja que (P1, P2) = P ' Q = (Q1, Q2)⇔ P2 = Q2. Per tant S ∼= R i cap
entorn de qualsevol punt sera` homeomorf a un disc de R2.
Cal observar que aquest grup Γ no e´s discontinu ja que qualsevol punt P e´s d’acumulacio´:
∀ε > 0 ∃Q 6= P que e´s dins de Bε(P ) amb Q ' P .
1.4.11 Exemple. Sigui ara S = R2/Γ generada per Γ = {T~x | ~x = (λ, 0) amb λ ∈ Z}.
Ara S s´ı sera` superf´ıcie, de fet sera` superf´ıcie localment euclidiana ja que e´s un cilindre
tal i com es representava en (1.2.2) a partir d’identificacions de rectes.
Observacio´. Hi ha autors [4] que exigeixen que el grup Γ sigui uniformement disconti-
nu en comptes de discontinu i sense punts fixos. Un grup es diu que e´s uniformement
discontinu si
∃ δ > 0 tal que ∀ Q ∈ Γ(P ) es te´ que (Bδ(Q)\Q) ∩ Γ(P ) = ∅
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Una definicio´ molt semblant a la de grup discontinu i que nome´s es diferencia en el fet
que la constant δ serveix per a qualsevol punt, mentre que en (1.4.7) la constant ε e´s per
a cada punt donat.
En aquest treball, pero`, exigirem nome´s que Γ sigui discontinu i sense punts fixos.
1.4.12 Proposicio´. Si un grup de moviments del pla Γ e´s discontinu i sense punts fixos,
llavors S = R2/Γ e´s superf´ıcie localment euclidiana.
Demostracio´. Considerem un punt P ∈ R2. Per ser Γ discontinu existira` un ε > 0 tal
que (Bε(Q)\Q) ∩ Γ(P ) = ∅, e´s a dir, que tot punt de la o`rbita Γ(P ) esta` a dista`ncia
euclidiana major o igual que ε del punt P . Per tant, per ser Γ sense punts fixos, ϕ(P )
estara` a dista`ncia major o igual que ε de P per tota ϕ 6= id.
Si considerem ara la bola Bδ(P ), amb δ =
ε
3
, aquesta sera` disjunta de qualsevol bola de
la forma ϕ(Bδ(P )) amb ϕ ∈ Γ diferent de la identitat. Del que es dedueix que Bδ(P ) no
pot contenir dos punts diferents que siguin de la mateixa o`rbita.
Aix´ı doncs, Bδ(P ) e´s isomorf a un disc del pla i, per tant, S = R2/Γ sera` una superf´ıcie
euclidiana.
1.4.13 Teorema. Un grup Γ discontinu i sense punts fixos esta` generat per un o dos
elements.
Demostracio´. Assumirem primer que Γ nome´s conte´ translacions. Sigui P un punt del
pla qualsevol, per ser Γ discontinu tot punt de Γ(P ) estara` a una dista`ncia major o igual
que un cert ε > 0. Escollim T~x1 com la translacio´ que envia P al punt me´s proper de
Γ(P ) (si hi ha me´s d’un escollir qualsevol d’ells).
Per definicio´, totes les potencies T n~x1 amb n ∈ Z estaran dins de Γ. De fet, tota translacio´
T amb la mateixa direccio´ que T~x1 sera` de la forma T
n
~x1
. Si no fos aix´ı podr´ıem escollir
el n tal que T n~x1(P ) estigues el me´s proper possible a T (P ) i llavors la translacio´ T
−1T n~x1
seria me´s curta que T~x1 , cosa que contradiu l’eleccio´ de T~x1 .
Per tant, si {..., T−1~x1 , id, T~x1 , T 2~x1 , ...} no exhaureix Γ, llavors aquest conte´ alguna translacio´
me´s amb direccio´ diferent. En tal cas, escollim una altra vegada una translacio´ T~x2 de
longitud mı´nima i direccio´ diferent. Si considerem ara totes les possibles combinacions
T n~x1T
m
~x2
aplicades al punt P obtenim un ”tessel·lat”de R2. Veiem que aquesta sera` exacta-
ment l’o`rbita de P .
La demostracio´ e´s igual que la feta per T~x1 . Suposem que existeix una translacio´ qualsevol
T˜ que no e´s de la forma T n~x1T
m
~x2
, escollim doncs n i m tals que T n~x1T
m
~x2
(P ) estigui el me´s
proper possible a T˜ (P ) i considerem la translacio´ T˜−1T n~x1T
m
~x2
. Aquesta sera` me´s curta que
T~x1 o T~x2 , que contradiu l’eleccio´ de les dues translacions.
Aix´ı, doncs, si Γ nome´s conte´ translacions estara` format per dos elements o menys.
Suposem ara que Γ tambe´ conte´ simetries amb lliscament.
Sigui S(l,~x) ∈ Γ, si totes les combinacions de la simetria amb lliscament exhaureix Γ
ja hem acabat. Si no e´s aix´ı, suposem que Γ conte´ una altra simetria amb lliscament
diferent S(l′, ~x′) i que, per tant, S(l,~x)S(l′, ~x′) ∈ Γ.
S(l,~x)S(l′, ~x′) = T~xSlT~x′Sl′ = T~xT ~x′′SlSl′ = T~ySlSl′
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Pel teorema 1.3.11 tenim que SlSl′ sera` o una rotacio´ o una translacio´, pero` Γ no pot
contenir rotacions, per tant SlSl′ = T~y′ . Aixo` implica que les rectes l i l
′ so´n paral·leles i
que, en comptes d’agafar S(l,~x) i S(l′, ~x′) com a generadors de Γ podem agafar S(l,~x) i T~y′ .
Aixo` implica que Γ ja esta` totalment generat, doncs evidentment una simetria addicional
no seria possible i, pel mateix argument que hem fet al principi de la demostracio´, tampoc
ho e´s una translacio´.
1.4.14 Corol·lari. S = R2/Γ e´s un cilindre, una cinta de Mo¨bius, un tor, una ampolla
de Klein o el propi pla per a Γ discontinu i sense punts fixos.
Demostracio´. Pel teorema anterior, tenim que Γ te´ cinc possibles combinacions de gene-
radors, que els classifiquem de la segu¨ent forma.
Generadors de Γ Superf´ıcie
Una translacio´ Cilindre
Una simetria amb lliscament Cinta de Mo¨bius
Dos translacions Tor
Una translacio´ i una simetria amb lliscament Ampolla de Klein
La identitat Pla euclidia`
1.5 Recobriments del pla
En la seccio´ anterior hem demostrat que, sota certes condicions, R2/Γ e´s una superf´ıcie
localment euclidiana. En aquesta seccio´ i la segu¨ent es prete´n demostrar el rec´ıproc: que
tota superf´ıcie localment euclidiana e´s de la forma R2/Γ. Per poder fer la demostracio´
inversa haurem d’imposar algunes propietats a la nostra superf´ıcie S que sempre complei-
xen les superf´ıcies quocients, pero` que no tenen per que fer-ho les superf´ıcies localment
euclidianes en general.
Les propietats que li exigirem a S so´n la connexio´ i la completesa, recordem quina era la
seva definicio´.
1.5.1 Definicio´. Direm que una superf´ıcie S e´s connexa quan per tota parella de punts
P i Q dins la superf´ıcie existeix un camı´ de P a Q continu, inclo`s totalment en S.
Observacio´. Cal esmentar que aquesta definicio´ e´s la de superf´ıcie arc-connexa. Nosaltres
usarem aquesta ja que ens sera` me´s u´til i, en el cas de les superf´ıcies, e´s equivalent a la
de connexa, doncs tota superf´ıcie e´s localment arc-connexa.
1.5.2 Definicio´. Entendrem com a segment d’una superf´ıcie localment euclidiana una
corba α : I → S tal que, si considerem la isometria local ϕ : R2 → U , amb U obert de S
tal que α(I) ∈ U , es te´ que ϕ−1(α(I)) e´s un segment de R2. La longitud del segment en
S sera` la mateixa que la del segment en R2, doncs ϕ e´s isometria.
L’angle entre dos segments de S sera` el mateix que el que formen les antiimatges dels
segments en R2.
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Hi ha diverses definicions de completesa equivalents, la que a nosaltres ens servira` e´s la
segu¨ent.
1.5.3 Definicio´. Es diu que una superf´ıcie S e´s completa si tot segment α : I → S es
pot estendre de forma cont´ınua indefinidament. E´s a dir, que existeix α˜ : R→ S tal que
α˜|I = α.
Per estendre un segment d’una superf´ıcie simplement l’enganxem a un altre segment de
manera que formin angle pi.
Aquestes dues propietats so´n necessa`ries per poder definir un recobriment d’una superf´ıcie.
1.5.4 Definicio´. Un recobriment d’una superf´ıcie localment euclidiana S connexa i com-
pleta pel pla euclidia` e´s una funcio´ f : R2 → S cont´ınua i exhaustiva que e´s una isometria
local. Aixo` vol dir que tot punt P ∈ R2 te´ un entorn Bε(P ) en el qual, per qualsevol
parella Q,R ∈ Bε(P ), es compleix
d(Q,R) = dS(f(Q), f(R))
Anem a demostrar que, efectivament, R2 pot recobrir una superf´ıcie com l’esmentada.
Per fer-ho considerarem el recobriment donat per la funcio´ pinzell p.
1.5.5 Definicio´. Definirem la funcio´ pinzell de la segu¨ent manera:
Determinarem els punts del pla a partir del raig que va de l’origen O al punt P en
qu¨estio´ i de la dista`ncia d(O,P ). Evidentment amb aquestes dos coses tot punt queda
inequ´ıvocament determinat.
Fixem un punt OS ∈ S i considerem la isometria p : Bε(O)→ Bε(OS), que sera` possible
per un ε > 0 prou petit, doncs S e´s localment euclidiana. Ara, la funcio´ pinzell sera`
simplement l’extensio´ d’aquesta isometria a trave´s dels rajos esmentats, de forma que
p(P ) es troba estenent el segment que te´ com a origen OS i que e´s imatge de OP ∩Bε(O)
una dista`ncia d(O,P ).
p : R2 → S (1.5.1)
L’extensio´ del segment e´s possible gra`cies a la hipo`tesis de que` la superf´ıcie e´s completa,
per tant ara tenim ja la nostra funcio´ pinzell ben definida.
1.5.6 Teorema. La funcio´ pinzell p te´ les segu¨ents propietats:
(i) Tot punt P ∈ R2 te´ un entorn on p e´s una isometria (e´s recobirment).
(ii) p e´s exhaustiva.
Demostracio´. (i) Suposem el contrari, que algun punt no te´ cap entorn en el que p e´s
una isometria, fixem un d’aquests punts P . Si considerem G el conjunt de tots aquests
punts, e´s directe veure que sera` tancat, doncs el complementari e´s trivialment obert. Si
ara considerem el conjunt G ∩ OP , sera` tancat i no buit i, per Heine-Borel, existira` un
punt A del conjunt tal que d(O,A) = min
B∈G∩OP
d(O,B).
Sense pe`rdua de generalitat podem considerar que aquest punt e´s P .
Com que S e´s superf´ıcie localment euclidiana existira` un entorn Bε(p(P )) isome`tric a un
disc del pla. Podem suposar, sense pe`rdua de generalitat, que e´s Bε(P ). Podem rotar i
reflectir Bε(P ) de manera que tot subdisc coincideixi amb la imatge de p. Notem aquesta
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isometria com f : Bε(P )→ Bε(p(P )).
Per com hem escollit P tindrem que p e´s isometria en tot disc de la forma Bδ(Q) amb δ
prou petit i Q ∈ OP , tal i com veiem en la Figura 1.6. Aix´ı doncs, f i p coincidiran en
els discos Bδ(Q). Pero` tambe´ coincidiran en les prolongacions dels segments que surten
de O i passen per Bδ(Q), doncs les dos so´n isometries i preserven dista`ncies i alineacions.
Pero` la unio´ d’aquests segments inclou un ve¨ınat de P , cosa que porta a contradiccio´.
Figura 1.6: Entorn del punt P .
(ii) Per demostrar que p e´s exhaustiva primer notem que envia tot segment tancat α ∈ R2
a un segment de S.
Podem dividir el segment α en subsegments que estiguin inclosos en discos de R2 on p
actu¨ı de forma isome`trica. Ara, p(α) e´s un conjunt de segments en S que es troben amb
angle pi, per tant, e´s un segment de S.
Suposem ara que p no e´s exhaustiva i considerem el conjunt no buit S − p(R2). Com que
p e´s isometria local tenim que p(R2) incloura` una bola oberta per a tot p(P ) i sera` obert.
Aix´ı doncs resulta que S − p(R2) e´s tancat.
Agafem ara un punt QS ∈ S − p(P ). Per ser S connexa, existira` un camı´ poligonal
(format per trossos de segments enganxats) de OS = p(O) a QS i, per ser S − p(R2)
tancat, existira` un primer punt RS del camı´ en S − p(R2). Sigui TS l’ultim ve`rtex del
camı´ dins p(R2), considerem un segment α˜ ∈ R2 tal que p(α˜) vagi al tros inicial del
segment TSRS. Estenent α˜ podem conseguir que la seva imatge inclogui tots els punts de
TSRS ∩ p(R2) i, per continu¨ıtat, tambe´ incloura` RS, cosa que porta a contradiccio´.
1.6 Grup de recobriments isome`trics
1.6.1 Definicio´. Diem que g : R2 → R2 e´s un recobriment isome`tric d’un recobriment
f : R2 → S si fg(P ) = f(P ) ∀P ∈ R2 (i.e. g(P ) ' P ∀P ∈ R2).
Veiem que els recobriments isome`trics d’un recobriment p formen un grup.
1.6.2 Proposicio´. Sigui G el conjunt de tots els recobriments isome`trics de p, llavors G
e´s un grup.
Demostracio´. Directe si notem que si g e´s recobriment, llavors g(P ) ' P ∀P ∈ R2. El
que implica que per tota parella de recobriments g1 i g2 es te´ que g1g2 e´s recobriment, i
que si g e´s recobriment, llavors g−1 e´s recobriment.
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A aquest grup G l’anomenarem grup de recobriments isome`trics. Fixem-nos ara que, per
un P ∈ R2 fixat, la seva G-o`rbita e´s enviada al mateix punt de S pel recobriment p.
Cosa que justifica que canviem la notacio´ de grup G per grup Γ, ja que sera` un grup de
moviments del pla que defineixen la relacio´ d’equivale`ncia que genera S.
Per veure que p e´s la funcio´ que envia les Γ-o`rbites al seu punt imatge a S en falta veure
el segu¨ent.
1.6.3 Teorema. Si p(P ) = p(Q) llavors Q = g(P ) per algun recobriment isome`tric g (i.e.
P i Q so´n a la mateixa Γ-o`rbita).
Demostracio´. Per la propietat d’isometria local de p hi haura` el disc Bε(P ) entorn de P i
Bε(Q) entorn de Q tals que p els enviara` isometricament a S de manera que p(Bε(P )) =
p(Bε(Q)).
Figura 1.7
Per tant, existira` una funcio´ p−1 tal que
Bε(P )
p−→ p(Bε(P )) p
−1−−→ Bε(Q)
e´s una isometria g : Bε(P )→ Bε(Q) (Figura 1.7) que pel lema 1.3.13 es pot estendre de
forma u´nica a una isometria g : R2 → R2. Volem veure ara que g sera` un recobriment
isome`tric.
Suposem que no i que es te´ que p(R) 6= pg(R) per algun punt R ∈ R2. Pel mateix
argument que en el teorema 1.5.6 tindrem que el conjunt de tots aquests punts e´s tancat
i, per tant, existeix el mı´nim me´s proper a P . Suposem que e´s R i considerem una successio´
{Ri}i∈N de punts en la recta PR que te´ com a l´ımit R. Per hipo`tesis p(Ri) = pg(Ri) i per
continuitat de p i g es tindra`
p( lim
i→∞
Ri) = pg( lim
i→∞
Ri)
el que implica
p(R) = pg(R)
Per tant arribem a una contradiccio´ i g sera` recobriment isome`tric.
1.6.4 Corol·lari. Teorema de Killing-Hopf. Tota superf´ıcie completa, connexa i local-
ment euclidiana e´s de la forma R2/Γ i, per tant, sera` un cilindre, una cinta de Mo¨bius,
un tor, una ampolla de Klein o el propi pla.
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Demostracio´. Directe a partir del teorema anterior, el teorema 1.5.6 i el corol·lari 1.4.14.
En els cap´ıtols segu¨ents tambe´ hi haura` una versio´ del teorema de Killing-Hopf on caldran
modificacions en certs punts. Els punts a remarcar serien:
· El lema 1.3.13.
· La construccio´ de la funcio´ pinzell, explicada en la definicio´ 1.5.5.
· Els generadors del grup Γ esmentats en el corol·lari 1.4.14.
Observacio´. Podem classificar les superf´ıcies euclidianes de la forma segu¨ent:
Superf´ıcie euclidiana Compacta No Compacta
Orientable Tor Pla i Cilindre
No Orientable Ampolla de Klein Cinta de Mo¨bius
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Cap´ıtol 2
Superf´ıcies El·l´ıptiques
Vistes les diferents superf´ıcies localment euclidianes llevat d’isometries, ara ens podem
preguntar quines altres superf´ıcies hi ha i si es poden classificar d’alguna altra manera.
Quan es parla de superf´ıcies no euclidianes l’exemple que apareix primer e´s el de l’esfera.
2.0.5 Exemple. L’esfera. L’esfera, com ja e´s sabut, e´s una superf´ıcie inclosa en R3
definida per
S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = r2}
on r e´s el radi de l’esfera.
No sera` superf´ıcie euclidiana, ja que els triangles en l’esfera no compleixen una propietat
ben coneguda quan estan en el pla euclidia`, que e´s que els seus tres angles interiors sumin
pi.
Efectivament, si considerem el triangle amb ve`rtexs (1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1), els seus
angles interiors so´n els tres pi
2
i, per tant, no compleixen la propietat anterior.
Figura 2.1: Dista`ncia entre dos punts sobre l’esfera.
Aix´ı doncs, no sera` superf´ıcie euclidiana, tant si considerem la dista`ncia d( · , · ) indu¨ıda
per R3, com la definida per
dS2(P,Q) = 2θ = 2sin
−1 1
2
d(P,Q) (2.0.1)
tal i com veiem en la Figura 2.1. Observem pero` que la segona dista`ncia depe`n directament
de la indu¨ıda per R3, aix´ı, en comptes de fer servir la dista`ncia natural en S2 podrem
usar l’euclidiana a l’hora de treballar amb l’esfera, cosa que facilita els ca`lculs.
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Nota. D’ara endavant suposarem, si no s’esmenta el contrari, que r = 1.
2.1 Isometries de l’esfera
Tal i com hem fet en el cap´ıtol anterior, anem ara a estudiar les isometries de l’esfera.
Notem, abans, que podem generalitzar-les com isometries de R3.
2.1.1 Proposicio´. Tota isometria de S2 la podem veure com la restriccio´ d’una isometria
de R3. La isometria de tot l’espai pero` ha de complir que deixa l’origen fix perque` la
restriccio´ sigui isometria de l’esfera.
Demostracio´. Donada una isometria de l’esfera f : S2 → S2, queda determinada una
isometria de l’espai f˜ : R3 → R3, doncs tota isometria de R3 es pot determinar a partir
de quatre punts no coplanaris (1 punt me´s que a R2).
Llavors, f˜ deixa l’origen fix. Una trivialitat, doncs si f˜ : R3 → R3 restringeix a f :
S2 → S2 (ambdues isometries), vol dir que f˜(S2) esta` inclo`s en S2 i, per tant, per ser f˜
isometria, f˜(0) = 0.
2.1.2 Corol·lari. Les isometries de S2 seran rotacions, simetries respecte de plans que
passin per l’origen o respecte del propi origen i combinacions d’aquestes, donat que, si les
mirem com isometries a R3, l’origen ha de ser un punt fix.
Notarem les rotacions d’angle θ respecte una recta l com Rl,θ i les simetries respecte un
pla pi com Spi.
Nota. Anomenarem funcio´ antipodal a la simetria respecte de l’origen
α : S2 → S2
(x, y, z) → (−x,−y,−z)
Observacio´. Fixem-nos que de les isometries esmentades les u´niques que preserven ori-
entacio´ so´n les rotacions.
2.1.3 Lema. El conjunt de punts equidistant de P,Q ∈ S2 e´s un pla que passa per
l’origen i la simetria respecte d’aquest pla intercanvia P i Q.
Demostracio´. Siguin P = (P1, P2, P3) i Q = (Q1, Q2, Q3) de S
2. Si (x, y, z) esta` equidis-
tant de P i Q es te´
(x− P1)2 + (y − P2)2 + (z − P3)2 = (x−Q1)2 + (y −Q2)2 + (z −Q3)2
Per ser P i Q de S2 tenim P 21 +P
2
2 +P
2
3 = Q
2
1 +Q
2
2 +Q
2
3 = 1 i podem simplificar l’equacio´
P1x+ P2y + P3z = Q1x+Q2y +Q3z
m
(P1 −Q1)x+ (P2 −Q2)y + (P3 −Q3)z = 0
Que e´s l’equacio´ d’un pla que passa per l’origen.
Si suposem, sense pe`rdua de generalitat, que P i Q estan en el pla z = 0 i so´n reflexes l’un
de l’altre respecte l’eix x tenim P = (α, β, 0) i Q = (α,−β, 0). Llavors el pla equidistant
sera` y = 0, simetria que evidentment intercanvia P i Q.
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2.1.4 Definicio´. Definirem un segment de l’esfera com una corba α : I → S2 tal que, si
ho veiem a R3, α(I) esta` inclosa en un pla que passa per l’origen. E´s a dir, si e´s un tros
de circumfere`ncia de radi ma`xim.
Aquesta definicio´ encaixa perfectament amb la de dista`ncia donada en (2.0.1).
2.1.5 Definicio´. L’angle format entre dos segments de l’esfera sera` el mateix que el
format pels plans indu¨ıts per aquests.
2.1.6 Definicio´. Estendrem un segment α enganxant-lo amb un altre segment de manera
que formin un angle pi o, el que e´s el mateix, que el nou segment generat compleixi la
definicio´ 2.1.4.
Observacio´. Tres punts de S2 estan alineats si els tres cauen sobre un segment de S2.
2.1.7 Lema. Ana`logament al lema 1.3.13 de R2, una isometria f de l’esfera esta` deter-
minada per la imatge de tres punts A, B i C de S2 no alineats.
2.1.8 Proposicio´. Una rotacio´ es pot expressar com la composicio´ de dues simetries i,
rec´ıprocament, la composicio´ de dues simetries e´s una rotacio´.
Demostracio´. De la mateixa manera que en R2 una rotacio´ Rθ e´s el mateix que la com-
posicio´ Sl1Sl2 amb l1 i l2 dues rectes que passen per l’origen i que formen angle
θ
2
. En S2
la rotacio´ Rl,θ e´s la composicio´ Spi1Spi2 amb pi1 i pi2 dos plans que passen per la recta l i
que formen angle θ
2
.
Si ens restringim a la isometria indu¨ıda als plans perpendiculars a l l’analogia e´s direc-
te.
2.1.9 Corol·lari. Les isometries de S2 formen un grup, que notarem com Isom(S2)
2.1.10 Corol·lari. Tota isometria de S2 e´s el producte d’una, dues o tres simetries.
Demostracio´. Si ϕ ∈ Isom(S2) e´s una simetria, ja estem. Si e´s una rotacio´, per la propo-
sicio´ anterior, e´s la composicio´ de dues simetries. I si e´s la composicio´ d’una rotacio´ amb
una simetria, e´s trivialment la composicio´ de tres simetries.
Ens quedaria comprovar que la composicio´ de dues rotacions es pot expressar com la com-
posicio´ de tres simetries o menys, pero` com veurem en el teorema segu¨ent la composicio´
de dues rotacions e´s altre cop una rotacio´.
2.1.11 Teorema. La composicio´ de dues rotacions de Isom(S2) e´s una altra rotacio´.
Demostracio´. Donades les rotacions Rl1,θ1 i Rl2,θ2 considerarem les simetries Spi, Spi1 i Spi2
on pi e´s el pla generat per les rectes l1 i l2, pi1 e´s el pla obtingut en rotar el pla pi respecte
a la recta l1 un angle
θ1
2
i pi2 e´s el pla obtingut en rotar el pla pi respecte a la recta l2 un
angle − θ2
2
.
Llavors tindrem
Rl1,θ1 = Spi1Spi
Rl2,θ2 = SpiSpi2
D’on resulta que
Rl1,θ1Rl2,θ2 = Spi1SpiSpiSpi2 = Spi1Spi2 = Rl,θ
On l e´s la interseccio´ dels plans pi1 i pi2 i θ l’angle que hi ha entre els plans pi2 i pi1.
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2.1.12 Corol·lari. Les rotacions de S2 formen un subgrup que notarem per Isom+(S2) ⊂
Isom(S2).
2.2 Superf´ıcies El·l´ıptiques
Ens preguntem ara quines superf´ıcies so´n localment isome`triques a l’esfera, superf´ıcies
que notarem amb el nom de superf´ıcies localment el·l´ıptiques.
2.2.1 Definicio´. Direm que una superf´ıcie S e´s localment el·l´ıptica quan per a tot punt
A ∈ S existeixi un ε > 0 tal que Bε(A) e´s isome`tric a un disc de l’esfera.
Tal i com vam fer en el primer cap´ıtol per les superf´ıcies euclidianes, busquem ara grups
de moviments de Isom(S2) que puguin donar lloc superf´ıcies localment el·l´ıptiques.
Exigirem a Γ que sigui altre cop discontinu i sense punts fixes, el que ens porta a la
proposicio´ segu¨ent.
2.2.2 Proposicio´. Si un grup de moviments de l’esfera Γ e´s discontinu i sense punts
fixos, llavors S = S2/Γ e´s superf´ıcie localment el·l´ıptica.
Demostracio´. E´s ana`loga a la de la proposicio´ 1.4.12 tenint en compte la me`trica esfe`rica.
Volem ara trobar els grups Γ discontinus i sense punts fixos. Al ser sense punts fixos,
totes les rotacions queden descartades, doncs sempre tenen dos punts fixos, i les simetries
respecte de plans tambe´, donat que deixen fix el cercle de radi ma`xim donat per la
interseccio´ del pla i l’esfera.
A me´s, per ser les rotacions les u´niques isometries de l’esfera que preserven orientacio´, i
del fet que la composicio´ de dues isometries que no la preserven s´ı ho fa, es dedueix que
l’u´nic subgrup Γ no trivial sera` {Id, f}. Amb f isometria que no preserva orientacio´ i tal
que f 2 = Id.
2.2.3 Teorema. L’u´nica isometria sense punts fixos, que no preserva l’orientacio´ i que
f 2 = Id e´s la funcio´ antipodal.
Demostracio´. Considerem el conjunt
D = {ϕ ∈ Isom(S2) | ϕ no preserva orientacio´ i sense punts fixos}
La funcio´ f esmentada, si existeix, ha de ser dins del grup D, on totes les isometries seran
de la forma αR(l,θ), doncs l’u´nica opcio´ de que ϕ sigui dins D e´s que sigui la composicio´
d’una isometria que preserva orientacio´ i d’una altre que no ho faci (ja hem vist que
rotacions i simetries respecte plans no hi poden ser i a me´s f no preserva orientacio´).
Les opcions que quedarien so´n de la forma αR(l,θ) i SpiR(l,θ). Pero` per la proposicio´ 2.1.8
tenim que SpiR(l,θ) = S(l′,θ′).
Considerem ara f = αR(l,θ), µ el pla perpendicular a l que passa per l’origen i C la
interseccio´ de µ amb l’esfera. Sigui P ∈ C, la seva imatge αR(l,θ)(P ) = P ′ e´s un punt en
C rotat un angle pi+ θ respecte P . Tornem a aplicar f a P ′, αR(l,θ)(P ′) = Q que sera` un
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punt en C rotat 2pi + 2θ = 2θ respecte P .
Per l’enunciat tindrem que
P = Q⇔ 2θ =
{
0
2pi
⇔ θ =
{
0
pi
Pero` si θ = pi tindrem que P ′ = P , el que implica que αR(l,θ) tindria punts fixos. Per tant
θ = 0⇔ R(l,θ) = Id⇔ f = α
2.2.4 Corol·lari. L’u´nica superf´ıcie localment el·l´ıptica no trivial de la forma S2/Γ e´s
S = S2/{Id, α}.
La superf´ıcie S = S2/{Id, α} s’anomena pla el·l´ıptic o projectiu i els seus punts so´n les
parelles antipodals de l’esfera, el notarem per P2.
Volem ara demostrar el rec´ıproc de la proposicio´ 3.5.3. Notem abans que la definicio´
de superf´ıcie completa depenia de que l’angle que formessin els segments fos pi. Conside-
rarem ara que l’angle que formen ve donat per la definicio´ 2.1.5.
2.2.5 Teorema. Teorema de Killing-Hopf. Tota superf´ıcie completa, connexa i localment
el·l´ıptica e´s de la forma S2/Γ i, per tant, nome´s i hauran l’esfera i el pla projectiu.
Demostracio´. El procediment i les deduccions so´n les mateixes que en el primer cap´ıtol i
l’u´nic que pot portar a conflicte e´s el fet que des de un punt origen O ∈ S2 la funcio´ pinzell
en l’esfera acaba intersecant en el punt antipodal de l’origen. Per tant, podria donar-se el
cas en que punts a dista`ncia propera a pi deO tinguessin imatges molt distants. Aixo`, pero`,
no e´s possible gra`cies a la propietat d’isometria local de p; punts propers a l’antipodal
han d’anar a parar a punts propers en S.
2.3 L’esfera i els complexos
Com e´s ben sabut, no hi ha cap funcio´ bijectiva entre S2 i R2, pero` hi ha una funcio´, la
projeccio´ estereogra`fica, que envia tota l’esfera menys un punt al pla euclidia` de forma
bijectiva. Usant aquesta projeccio´, analitzarem les isometries de S2 en termes de funcions
complexes.
2.3.1 Definicio´. Projeccio´ Estereogra`fica. La projeccio´ estereogra`fica (Figura 2.2) envia
tota l’esfera menys el pol Nord N = (0, 0, 1) al pla {z = 0} de la segu¨ent forma: sigui
P ∈ S2\N , la imatge de P sera` la interseccio´ del raig NP amb el pla {z = 0}.
Sigui ara P ′ = (u, v) la imatge de P = (x, y, z), es tindra` que el segment NP ′ te´ equacions
parame`triques
x = tu y = tv z = 1− t (1)
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I si l’intersequem amb l’esfera (x2 + y2 + z2 = 1) s’obte´
(tu)2 + (tv)2 + (1− t)2 = 1⇔ t2(u2 + v2 + 1) = 2t
Que te´ les dues solucions{
t = 0 corresponent a N
t =
2
u2 + v2 + 1
corresponent a P
Substituint l’u´ltim en (1) s’obte´
(x, y, z) =
(
2u
u2 + v2 + 1
,
2v
u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1
)
La relacio´ inversa, resolent directament (1), sera`
u =
x
t
=
x
1− z v =
y
t
=
y
1− z
ben definit per a tot punt de S2\N .
Figura 2.2: Projeccio´ estereogra`fica.
El fet que N no tingui imatge no e´s cap cata`strofe, ja que es pot solucionar veient el pla
euclidia` com el pla de nombres complexos afegint l’infinit, que sera` on s’envia el pol Nord.
La relacio´ entre les isometries de S2 i les funcions complexes es pot dur a terme a trave´s
del que anomenarem inversio´.
2.3.2 Definicio´. Inversio´. L’invers d’un punt P 6= O respecte C, una circumfere`ncia del
pla euclidia` de radi ρ centrada en O, e´s el punt PC que es troba sobre el raig OP i que
satisfa`
|OP ||OPC | = ρ2
2.3.3 Teorema. Sigui Spi la simetria de S
2 respecte el pla pi, la funcio´ indu¨ıda per les
imatges de la projeccio´ estereogra`fica e´s una inversio´.
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Demostracio´. Siguin P = (P1, P2, P3) i Q = (Q1, Q2, Q3) dos punts de S
2 intercanviats
per Spi. El pla pi tindra` equacio´ (P1 −Q1)x+ (P2 −Q2)y + (P3 −Q3)z = 0.
Els punts inclosos en pi que tambe´ so´n de l’esfera compliran, tal com veiem en la definicio´
2.3.1, l’equacio´ (
2u
u2 + v2 + 1
,
2v
u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1
)
en termes de les seves coordenades u, v del pla estereogra`fic.
Per tant els punts imatge del pla que so´n de S2 compliran
(P1 −Q1) 2u
u2 + v2 + 1
+ (P2 −Q2) 2v
u2 + v2 + 1
+ (P3 −Q3)u
2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1
= 0
Que podem escriure com(
u+
P1 −Q1
P3 −Q3
)2
+
(
v +
P2 −Q2
P3 −Q3
)2
= 1 +
(
P1 −Q1
P3 −Q3
)2
+
(
P2 −Q2
P3 −Q3
)2
que e´s l’equacio´ d’un cercle de centre c =
(
−P1−Q1
P3−Q3 ,−
P2−Q2
P3−Q3
)
i radi
ρ =
√
1 +
(
P1 −Q1
P3 −Q3
)2
+
(
P2 −Q2
P3 −Q3
)2
=
√
2(1− P1Q1 − P2Q2 − P3Q3)
P3 −Q3
on hem usat que P 21 + P
2
2 + P
2
3 = Q
2
1 +Q
2
2 +Q
2
3 = 1.
Notarem al cercle de centre c i radi ρ per Cρ(c).
Per descomptat, aquesta equacio´ sera` va`lida per P3 6= Q3. Quan tinguem la igualtat
el “cercle” imatge sera` la l´ınia l
(P1 −Q1)u+ (P2 −Q2)v = 0
Veiem ara que les imatges estereogra`fiques de P i Q so´n inversions respecte Cρ(c) o, si
P3 = Q3, simetries respecte la recta l.
Per l’apartat 2.3.1, les imatges de P i Q so´n respectivament
P ′ =
(
P1
1− P3 ,
P2
1− P3
)
i Q′ =
(
Q1
1−Q3 ,
Q2
1−Q3
)
i per tant els seus vectors seran
c1P
′ =
(
P1 −Q1
P3 −Q3 +
P1
1− P3 ,
P2 −Q2
P3 −Q3 +
P2
1− P3
)
=
1
(P3 −Q3)(1− P3) (P1 −Q1 + P3Q1 − P1Q3, P2 −Q2 + P3Q2 − P2Q3)
c2Q
′ =
(
P1 −Q1
P3 −Q3 +
Q1
1−Q3 ,
P2 −Q2
P3 −Q3 +
Q2
1−Q3
)
=
1
(P3 −Q3)(1−Q3) (P1 −Q1 + P3Q1 − P1Q3, P2 −Q2 + P3Q2 − P2Q3)
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que efectivament so´n proporcionals (linealment dependents).
El producte de les normes dels dos vectors sera` (notem γ = 1
(P3−Q3)2(1.P3)(1−Q3))
|c1P ′||c2Q′| =
γ
(
[P1 −Q1 + P3Q1 − P1Q3]2 + [P2 −Q2 + P3Q2 − P2Q3]2
)
=
γ
(
[P1(1−Q3)−Q1(1− P3)]2 + [P2(1−Q3)−Q2(1− P3)]2
)
=
γ
(
[P1(1−Q3)−Q1(1− P3)]2 + [P2(1−Q3)−Q2(1− P3)]2
)
=
1
(P3 −Q3)2
(
(P 21 + P
2
2 )
1−Q3
1− P3 + (Q
2
1 +Q
2
2)
1− P3
1−Q3 − 2P1Q1 − 2P2Q2
)
=
(usem P 21 + P
2
2 + P
2
3 = Q
2
1 +Q
2
2 +Q
2
3 = 1)
1
(P3 −Q3)2
(
(1− P 23 )
1−Q3
1− P3 + (1−Q
2
3)
1− P3
1−Q3 − 2P1Q1 − 2P2Q2
)
=
1
(P3 −Q3)2 (2− 2P1Q1 − 2P2Q2 − 2P3Q3) = ρ
2
Per tant P ′ i Q′ so´n inversions del cercle Cρ(c).
Si P3 = Q3 les imatges seran
P ′ =
(
P1
1− P3 ,
P2
1− P3
)
i Q′ =
(
Q1
1− P3 ,
Q2
1− P3
)
i si calculem la recta per la qual so´n simetries (mediatriu) en resulta la recta l.
Nota. Els cas en que P3 o Q3 valen 1 l’hem ignorat, doncs si fos el cas serien el pol nord
N , que no te´ imatge.
Volem ara representar la inversio´ en els complexos, de manera que w = u + iv. Si
considerem el disc unitat centrat en l’origen C, es te´ que la inversio´ de w = ρeiθ amb
ρ ∈ R+ ∪ {0} i θ ∈ [0, 2pi) e´s ρ−1eiθ = 1
w¯
.
Per tant la inversio´ respecte C sera` la funcio´ I(w) = 1
w¯
. Amb aquesta notacio´ demostrarem
el segu¨ent teorema.
2.3.4 Teorema. La inversio´ I te´ les segu¨ents propietats:
(i) Envia cercles a cercles.
(ii) Preserva la magnitud dels angles, pero` els inverteix l’orientacio´.
Demostracio´. Remarquem primer que no hi ha pe`rdua de generalitat el considerar el cer-
cle C, doncs el punt on estigui centrat el cercle i el radi d’aquest no afecten a les dos
propietats que es volen demostrar (si el radi varia nome´s variem l’escala de la inversio´).
(i) Considerem el cercle Cr(c) amb centre c ∈ C i radi r ∈ R+. La seva equacio´ sera`
r2 = |w − c|2 = (w − c)(w¯ − c¯) = ww¯ − c¯w − cw¯ + cc¯
que reescriurem com
ww¯ − c¯w − cw¯ + σ = 0
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amb σ = cc¯− r2.
Notem que la funcio´ I e´s autoinversa, i per tant envia els punts del cercle Cr(c) als punts
que compleixen
1
w¯w
− c¯
w¯
− c
w
+ σ = 0⇔ σww¯ − c¯w − cw¯ + 1 = 0
que e´s l’equacio´ d’un cercle.
(ii) I e´s la conjugacio´ de les funcions w 7→ 1
w
i w 7→ w¯. L’u´ltima funcio´ preserva les
magnituds dels angles i els hi inverteix l’orientacio´, cal doncs veure que w 7→ 1
w
preserva
els angles.
Considerem w + δeiθ que s’aproxima a w en direccio´ θ quan δ → 0.
Tindrem
1
w + δeiθ
− 1
w
=
−δeiθ
w(w + δeiθ)
≈ −δe
iθ
w2
On hem aproximat per δ molt petita.
Per tant 1
w+δeiθ
s’aproxima a 1
w
en direccio´ θ + pi + arg(w−2) = θ + ctt. D’on dedu¨ım que
l’angle entre dues direccions diferents es preserva.
Hem demostrat el teorema per la inversio´ respecte al cercle unitat, pero` es pot estendre
a tota inversio´, doncs es poden expressar a partir de I composant amb translacions i
homote`cies. De fet, tindrem la proposicio´ segu¨ent.
2.3.5 Proposicio´. La inversio´ I respecte del cercle de radi ρ i centre c, Cρ(c), ve donada
per
I(w) =
cw¯ + ρ2 − cc¯
w¯ − c¯ (2.3.1)
Demostracio´. Com hem vist amb anterioritat, si c = 0 i ρ = 1 tindrem que I(w) = 1
w¯
. Per
tant, sabent aixo`, podem expressar la inversio´ respecte de Cρ(c) en termes de la inversio´
respecte del cercle unitat C.
Si apliquem una translacio´ al pla complex de vector −c i fem una homote`cia de factor 1
ρ
,
enviem els punts de Cρ(c) a C. Podrem aplicar llavors la inversio´ que ja coneixem. El
diagrama segu¨ent il·lustra els passos a fer:
w
T−c7−→ w − c
H 1
ρ7−→ w − c
ρ
IC7−→ ρ
w¯ − c¯
Hρ7−→ ρ
2
w¯ − c¯
Tc7−→ ρ
2
w¯ − c¯ + c
On hem notat l’homote`cia de vector c per Hc i la inversio´ respecte C com IC .
Finalment tindrem que la inversio´ respecte Cρ(c) te´ expressio´
I(w) =
ρ2
w¯ − c¯ + c =
ρ2 + c(w¯ − c¯)
w¯ − c¯ =
cw¯ + ρ2 − cc¯
w¯ − c¯
El teorema anterior (el 2.3.4) implica el corol·lari segu¨ent.
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2.3.6 Corol·lari. La projeccio´ estereogra`fica envia cercles a cercles i preserva la magnitud
dels angles.
Demostracio´. Sigui C un cercle de S2 amb centre el pol sud S = (0, 0,−1), resulta evident
que la projeccio´ estereogra`fica envia C a un cercle del pla {z = 0}. Sigui D un cercle
qualsevol de S2, si considerem C amb el mateix radi i el pla pi que passa per l’origen i
equidista de S i el centre de D, pel teorema 2.3.3 la simetria indu¨ıda per pi e´s una inversio´
vista en el pla {z = 0}.
Per tant, com que la inversio´ envia cercles a cercles, la projeccio´ estereogra`fica enviara` D
a un cercle D′.
Que preserva magnituds dels angles es demostra de forma ana`loga.
2.4 Geometria el·l´ıptica vs. euclidiana
Fins ara hem vist les superf´ıcies el·l´ıptiques i euclidianes, hem vist que es generen amb
una me´trica diferent, pero` no hem deixat consta`ncia de quines so´n les diferencies que fan
que les distingim. Una propietat que les distingeix, i de la qual ja hav´ıem esmentat alguna
cosa en l’exemple 2.0.5, e´s que els angles dels triangles en les superf´ıcies esfe`riques sumen
me´s de pi.
2.4.1 Teorema. Per tot triangle esfe`ric ∆αβγ amb angles α, β i γ es te´ que la funcio´
E(∆αβγ) = α + β + γ − pi (2.4.1)
e´s proporcional a l’a`rea del triangle A(∆αβγ) i, per tant, diferent de zero.
Demostracio´. Notem primer les segu¨ents propietats de l’a`rea:
(i) L’a`rea d’un sector d’angle α entre dos cercles ma`xims e´s
α
2pi
per l’a`rea de S2, A(S2).
(ii) L’a`rea e´s invariant per isometries.
(iii) L’a`rea e´s additiva.
Considerem ara el triangle ∆αβγ i perllonguem els seus costats fins formar cercles ma`xims.
L’esfera quedara` dividida en 8 triangles (Figura 2.3), notarem els triangles que delimiten
les prolongacions dels costats i que comparteixen un costat amb ∆αβγ per ∆α, ∆β i ∆γ
(∆α comparteix el costat contrari a l’angle α i ana`logament amb els altres dos).
Figura 2.3: Esfera seccionada.
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Tindrem:
A(∆αβγ) + A(∆α) =
α
2pi
A(S2)
A(∆αβγ) + A(∆β) =
β
2pi
A(S2)
A(∆αβγ) + A(∆γ) =
γ
2pi
A(S2)
Ajuntant les tres equacions resulta:
3A(∆αβγ) + A(∆α) + A(∆β) + A(∆γ) =
α + β + γ
2pi
A(S2)
D’altre banda, per simetria, tindrem:
A(∆αβγ) + A(∆α) + A(∆β) + A(∆γ) =
1
2
A(S2)
Si restem les dos equacions:
2A(∆αβγ) =
α + β + γ − pi
2pi
A(S2)
Per tant
A(∆αβγ) = E(∆αβγ)
A(S2)
4pi
(2.4.2)
el que demostra el teorema.
La consequ¨e`ncia que se’n deriva d’aquest teorema e´s que cap superf´ıcie euclidiana e´s
isome`trica a cap superf´ıcie el·l´ıptica, doncs E(∆αβγ) e´s proporcional a A(∆αβγ). Per tant,
en superf´ıcies el·l´ıptiques es te´ que
α + β + γ − pi > 0⇔ α + β + γ > pi
mentre que en una euclidiana
α + β + γ = pi
per a tot triangle euclidia` ∆αβγ.
Observacio´. L’a`rea d’una esfera e´s A(S2) = 4pir2, per tant podem expressar (2.4) com
A(∆αβγ) = E(∆αβγ)r
2
Tindrem doncs que en l’esfera unitat A(∆αβγ) = α + β + γ − pi.
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Cap´ıtol 3
Superf´ıcies Hiperbo`liques
De la mateixa forma que comenc¸a`vem el cap´ıtol dos introduint l’exemple me´s ba`sic de
superf´ıcie el·l´ıptica, introduirem ara el de superf´ıcie hiperbo`lica: el pla hiperbo`lic, que
notarem per H2.
3.0.2 Definicio´. Definirem el pla hiperbo`lic com
H2 = {z ∈ C | Im(z) > 0}
i considerarem la seva me`trica com la definida per la dista`ncia infinitesimal
ds2 =
dx2 + dy2
y2
(3.0.1)
on considerem z = x+ iy.
3.0.3 Definicio´. Definirem la longitud d’una corba σ de H2 com
l(σ) =
∫
σ
√
dx2 + dy2
y
(3.0.2)
L’orientacio´ de la corba σ l’escollirem de forma que el resultat sigui me´s gran o igual que
zero.
3.0.4 Definicio´. Definirem la dista`ncia entre dos punts P i Q de H2 com
d(P,Q) = inf{l(σ) | σ : [a, b]→ H2, σ(a) = P, σ(b) = Q} (3.0.3)
amb σ una corba C∞.
Si cal evitar confusions la notarem per dH2 .
Sera` efectivament una dista`ncia, ja que compleix trivialment les dues primeres propietats
i la tercera, la desigualtat triangular, la demostrarem en la segu¨ent seccio´, quan comptem
amb l’ajut de les isometries.
Veiem abans un exemple me´s clarificador de superf´ıcie hiperbo`lica.
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3.0.5 Exemple. La pseudoesfera. Definim la pseudoesfera com la superf´ıcie de revolucio´
de la tractiu, una corba amb equacio´ ϕ(s) = (u(s), v(s)) = (s− tanh(s), 1
cosh(s)
).
Per tant, les equacions parame`triques de la pseudoesfera seran:
a =
cos(t)
cosh(s)
b =
sin(t)
cosh(s)
c = s− tanh(s)
Veiem que e´s localment isome`trica al pla euclidia`.
Figura 3.1: Pseudoesfera.
Primer considerarem la longitud al llarg de la tractiu, un para`metre me´s natural que no
pas s:
τ =
∫ σ
0
√
du2 + dv2 = log(cosh(σ))
τ = log(cosh(σ))⇔ eτ = cosh(σ)⇔ v = e−τ
On cometem l’abu´s de notacio´ v = v(σ).
Agafem ara τ i l’angle x (veure Figura 3.1) com a coordenades dels punts en la pseudoes-
fera. Llavors, la longitud sobre la seccio´ circular d’angle dx sera` vdx = e−τdx i, per tant,
la dista`ncia infinitesimal respecte els punts (x, τ) i (x+ dx, τ + dτ) sera`:
ds2 = e−2τdx2 + dτ 2
Si introdu¨ım ara la variable y = eτ , i per tant dy = eτdτ , es te´ que
ds2 = e−2τ (dx2 + dy2) =
dx2 + dy2
y2
Aix´ı doncs amb aquesta dista`ncia la pseudoesfera e´s localment isome`trica al pla hiperbo`lic.
A me´s, fixem-nos en que y = eτ > 0 ∀τ ∈ R, tal i com succeeix en H2.
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3.1 Isometries del pla hiperbo`lic
A l’hora d’estudiar les isometries de H2 tenim alguns inconvenients. Les isometries del
pla hiperbo`lic o`bviament han de deixar invariant la dista`ncia definida en (3.0.3), que e´s
el mateix que dir que deixi invariant la longitud (3.0.2) que, evidentment, sera` equivalent
a dir que deixi invariant ds, que vist en els complexos es pot expressar com
ds =
√
dx2 + dy2
y
=
|dz|
Im(z)
(3.1.1)
Algunes funcions f : H2 → H2 que deixen invariant ds so´n:
1) Tα(z) = α + z amb α ∈ R.
2) Dρ(z) = ρz amb ρ ∈ R positiu.
3) S{x=0}(z) = −z¯, simetria respecte l’eix y.
Que so´n funcions familiars en el pla euclidia`, doncs no so´n res me´s que translacions,
dilatacions i simetries, pero` vistes en H2 so´n isometries diferents. Per exemple, tot i que
Dρ(z) = ρz e´s una dilatacio´ en el pla euclidia` (o homote`cia), com veurem me´s endavant
en H2 e´s una translacio´, direm que e´s una H2-translacio´.
Aquestes, pero`, no so´n les u´niques isometries de H2, de fet es trobarien a faltar les rota-
cions. Per introduir-les ens convindra` abans definir un altre espai a partir de H2, el disc
unitat D2.
3.1.1 Definicio´. Definirem el disc unitat D2 a partir de H2 fent primer una inversio´ del
pla complex respecte al cercle C√2(−i) seguit d’una simetria respecte a l’eix-x. L’equacio´
de la inversio´ sera`, per 2.3.1:
IC√2(−i)(z) =
−iz¯ + 1
z¯ − i
Per tant, aplicant despre´s la simetria respecte l’eix-x, tenim que
J(z) =
iz + 1
z + i
e´s l’aplicacio´ que ens envia H2 a D2 i te´ per inversa la funcio´
J−1(w) =
−iw + 1
w − i
3.1.2 Definicio´. Definim la dista`ncia entre dos punts w1 i w2 de D2 com la dista`ncia
entre les seves preimatges J−1(w1) i J−1(w2) en H2.
Per tant, les isometries de D2 seran els conjugats JhJ−1 de les H2-isometries h.
Volem ara veure que les rotacions euclidianes respecte l’origen so´n efectivament isometries
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de D2. Per veure-ho expressarem la dista`ncia ds = |dz|
Im(z)
de H2 en termes de w = J(z)
|dz|
Im(z)
=
∣∣∣∣d−iw + 1w − i
∣∣∣∣/Im(−iw + 1w − i
)
=
=
∣∣∣∣ −2dw(w − i)2
∣∣∣∣/Im((1− iw)(w¯ − i¯)(w − i)(w¯ − i¯)
)
=
=
|2dw|
|w − i|2
/
Im
(
(1− iw)(w¯ + i)
|w − i|2
)
=
=
|2dw|
1− |w|2
Tindrem que e´s invariant per rotacions respecte l’origen, doncs deixen |w| invariant. Per
tant tindrem la D2-rotacio´:
4) Rθ(w) = e
iθw per θ ∈ R.
De fet, tota simetria respecte una recta que passi per l’origen tambe´ deixa |w| invariant.
En particular, tenim la D2-simetria:
5) S{y=0}(w) = w¯, simetria respecte l’eix x.
D’aqu´ı podem deduir dos tipus de H2-simetries me´s a partir del canvi J−1dJ : H2 → H2
(amb d D2-isometria). La D2-rotacio´ respecte l’origen sera` una H2-rotacio´ respecte i
(doncs J−1(0) = i), i la D2-simetria passara` a ser una H2-simetria (una inversio´ respecte
el cercle unitat).
Veiem que efectivament S{y=0} en H2 sera` una inversio´ respecte el cercle unitat:
H2 J−→ D2 S{y=0}−−−−→ D2 J−1−−→ H2
z 7−→ iz+1
z+i
7−→ −iz¯+1
z¯−i 7−→
−i−iz¯+1
z¯−i +1
−iz¯+1
z¯−i −i
= 1
z¯
Aix´ı veiem que la inversio´ I respecte el cercle unitat e´s una H2-isometria. De les isometries
esmentades 1 i 2 es dedueix, de forma semblant a la proposicio´ 2.3.1, que la inversio´
respecte el cercle Cρ(c) e´s una H2-isometria.
Anem a agrupar les isometries que hem trobat de H2 i a anomenar-les en el propi espai
(fins ara les anomena`vem pel que feien en el pla euclidia`).
3.1.3 Proposicio´. Les isometries de H2 les classifiquem en
(i) Rotacions: Que so´n les funcions que vistes en D2 so´n de la forma Rθ(w) = eiθw i
composicions d’aquestes amb translacions i rotacions l´ımit, que veiem a continuacio´.
(ii) Rotacions limit: Que so´n les funcions de la forma RLα(z) = α+z amb α ∈ R. Aquest
nom es deu al fet que so´n vistes com a rotacions de centre ∞. Tenen un u´nic punt fix
que e´s l’infinit
(iii) Translacions: Que so´n les funcions de la forma Tρ(z) = ρz amb ρ ∈ R positiu i
composicions d’aquestes amb rotacions l´ımit.
(iv) Simetries: Que so´n les inversions respecte a cercles amb el centre sobre l’eix-x i les
simetries euclidianes respecte a eixos paral·lels (euclidianament parlant) a l’eix-y. Les
notarem per Sx=c i IC amb C un cercle.
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Observacio´. Hem vist que les funcions anteriors so´n isometries de H2, pero` no que siguin
totes les que hi ha. Veurem me´s endavant, quan tinguem me´s eines, que efectivament e´s
aix´ı (Proposicio´ 3.4.3).
3.2 L´ınies de H2
Ja hem aprofundit bastant en els conceptes ba`sics del pla hiperbo`lic pero` encara ens
manca una nocio´ molt important: la de les rectes.
Fins ara hav´ıem parlat de dista`ncia mı´nima entre punts, pero` no hem vist quines so´n les
rectes, o tal i com notarem nosaltres les H2-l´ınies, que defineixen la dista`ncia (3.0.3).
3.2.1 Proposicio´. El segment L, tal com l’entenem en el pla euclidia`, entre dos punts
P,Q ∈ H2 que es troben sobre l’eix-y, e´s la corba C de H2 de totes les que uneixen P i Q
de menor dista`ncia.
Demostracio´. La longitud d’una corba C que uneix P i Q e´s
l(C) =
∫
C
√
dx2 + dy2
y
≥
∫ Q
P
dy
y
= l(L) (3.2.1)
i, per tant, major que la longitud del segment L.
Nota. Agafarem l’orientacio´ dels punts P,Q de manera que la longitud sigui positiva.
Observacio´. Fixem-nos que la demostracio´ anterior e´s va`lida per tot parell de punts que
tinguin la coordenada x igual. Per tant, tota recta (euclidiana) paral·lela a l’eix-y e´s una
H2-l´ınia.
Volem ara trobar les H2-l´ınies restants, per fer-ho aplicarem a la H2-l´ınia γ = {x = 0}
que ja coneixem una isometria.
3.2.2 Exemple. Tenim que el punts que formen part de γ so´n
γ = {w = x+ iy | x = 0, y > 0} = {w = reipi2 | r > 0} = {ri | r > 0}
Si apliquem a γ una rotacio´ de pi
2
resulta:
ri
J−→ 1− r
i(1 + r)
i−→ 1− r
1 + r
J−1−−→ 1 + r − i(1− r)
1− r − i(1 + r)
Veiem quina “recta” defineixen aquests punts
1 + r − i(1− r)
1− r − i(1 + r) =
(1− r) + i(1 + r)
(1 + r) + i(1− r) ×
(1 + r)− i(1− r)
(1 + r)− i(1− r) =
[(1− r) + i(1 + r)][(1 + r)− i(1− r)]
(1 + r)2 + (1− r)2 =
2(1− r2) + i[(1 + r)2 − (1− r)2]
(1 + r)2 + (1− r)2 =
1− r2
1 + r2
+ i
2r
1 + r2
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que com podem comprovar pertanyen al cercle unitat(
1− r2
1 + r2
)2
+
(
2r
1 + r2
)2
=
1− 2r2 + r4 + 4r2
(1 + r2)2
=
1 + 2r2 + r4
(1 + r2)2
=
(1 + r2)2
(1 + r2)2
= 1
i a me´s la seva coordenada imagina`ria sempre e´s positiva
y =
2r
1 + r2
> 0 per r > 0
Per tant, la rotacio´ d’angle pi
2
envia γ a la H2-l´ınia β = {w = x+ iy | x2 + y2 = 1, y > 0}.
3.2.3 Proposicio´. Les H2-l´ınies so´n totes les rectes paral·leles euclidianament a l’eix-y i
els semicercles amb y positiva centrats sobre l’eix-x.
Demostracio´. Ja hem vist que totes les rectes paral·leles euclidianament a l’eix-y ho so´n
i que β = {w = x+ iy | x2 + y2 = 1, y > 0} tambe´ ho e´s.
Si apliquem translacions i rotacions l´ımit a β podem obtenir qualsevol cercle centrar en
l’eix-x.
Si tenim en compte que amb aquests tipus de rectes podem trac¸ar una H2-l´ınia que passi
per qualsevol parella de punts de H2, veiem que aquestes seran tots les H2-l´ınies.
3.2.4 Definicio´. Dues H2-l´ınies tenen tres posicions relatives entre elles, poden tallar-se,
ser asimpto`tiques o ser ultraparal·leles.
Les dues u´ltimes, vistes en D2, so´n com es veu en la Figura 3.2.
Figura 3.2: H2-l´ınies vistes en el disc D2.
3.2.5 Definicio´. Notarem la corba de dista`ncia mı´nima en H2 entre dos punts P i Q per
L(P,Q) i l’anomenarem H2-segment.
Hem definit a partir de l’eix-y les H2-l´ınies que tambe´ so´n rectes en el pla euclidia` (en
el semipla` superior) pero` la longitud d’aquestes es comporten totalment diferent, anem a
veure-ho amb un exemple.
3.2.6 Exemple. Considerem els punts P = (0, 1) i Q = (0, α). La longitud del H2-
segment L(P,Q) sera`:
Si α > 1
l(L(P,Q)) =
∫ Q
P
dy
y
= log(α)− log(1) = log(α)
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Si α < 1
l(L(P,Q)) =
∫ P
Q
dy
y
= log(1)− log(α) = −log(α)
Fixem-nos que en el segon cas a mesura que α→ 0 es te´ l(L(P,Q))→∞
3.2.7 Corol·lari. Desigualtat Triangular. Si P,Q,R ∈ H2, es compleix que
l(L(P,R)) + l(L(R,Q)) ≥ l(L(P,Q)) (3.2.2)
Demostracio´. Suposem que P i Q cauen sobre l’eix-y, si no e´s aix´ı apliquem una rotacio´
l´ımit fins que P ho estigui, i despre`s rotem respecte P fins que Q tambe´ ho estigui.
Sigui C = L(P,R) ∪ L(R,Q), per la proposicio´ 3.2.1 tindrem
l(C) =
∫
C
√
dx2 + dy2
y
=
∫ R
P
√
dx2 + dy2
y
+
∫ Q
R
√
dx2 + dy2
y
=
=l(L(P,R)) + l(L(R,Q)) ≥
∫ Q
P
dy
y
= l(L(P,Q))
3.2.8 Definicio´. L’angle entre dos segments en H2 es calcula com es faria si ens ho
mire´ssim en el pla euclidia`.
Recordem de Geometria Diferencial que l’angle en una superf´ıcie depe`n de la primera
forma fonamental
I(u, v) =
( 〈ϕu, ϕu〉 〈ϕu, ϕv〉
〈ϕv, ϕu〉 〈ϕv, ϕv〉
)
=
(
E(u, v) F (u, v)
F (u, v) G(u, v)
)
Es te´ que la del pla hiperbo`lic e´s
1
y2
(
1 0
0 1
)
Per tant, per ser mu´ltiple de la identitat, l’angle en H2 coincideix amb el de R2.
3.2.9 Definicio´. Per estendre un H2-segment L de H2 l’enganxem amb un altra H2-
segment L′ de manera que formin angle pi, doncs els angles en el pla hiperbo`lic es mesuren
com en el pla euclidia`.
3.3 Simetries en el pla hiperbo`lic
3.3.1 Lema. El conjunt de punts H2-equidistants de dos punts P,Q ∈ H2 e´s una H2-l´ınia
L, i la simetria respecte L intercanvia els dos punts.
Demostracio´. Suposem que P i Q so´n sime`trics respecte l’eix-y. Si no e´s aix´ı, rotem
respecte P fins que Q tingui la mateixa coordenada y i despre´s apliquem una rotacio´
l´ımit fins que siguin equidistants a l’eix-y (euclidianament).
Resulta evident que la simetria Sx=0 intercanvia P i Q. Com que e´s una H2-isometria
que deixa fixos els punts de l’eix-y que notarem per γ, se’n deriva que els punts de γ
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Figura 3.3: Conjunt de punts equidistants a P i Q.
so´n H2-equidistants de P i Q. Per tant el conjunt de punts equidistants a P i Q inclou
γ, que e´s una H2-l´ınia. Suposem que inclou un punt R que no e´s de l’eix-y i, per tant,
tambe´ inclou la seva imatge Sx=0(R) = R
′ (Figura 3.3). Sigui Pγ el punt on interseca els
segment PR amb l’eix-y. Per simetria tindrem:
l(PR′) = l(QR) = l(PR) = l(PPγ) + l(PγR) = l(PPγ) + l(PγR′)
Per tant arribem a contradiccio´ per la desigualtat triangular. Aix´ı doncs l’eix-y e´s tot el
conjunt de punts equidistants a P i Q.
3.3.2 Definicio´. Direm que tres punts de H2 estan alineats si cauen sobre la mateixa
H2-l´ınia
Com en el cas euclidia` i el·liptic, tindrem el lema i el teorema segu¨ents.
3.3.3 Lema. Tota H2-isometria esta` determinada per la imatge de tres punts A, B i C
de H2 no alineats.
Demostracio´. Igual que la del lema 1.3.13 pero` amb la dista`ncia hiperbo`lica.
3.3.4 Teorema. Tota H2-isometria e´s el producte d’una, dues o tres H2-simetries.
Demostracio´. E´s una consequ¨e`ncia dels dos lemes anteriors. Doncs, si de tres punts no
alineats A, B i C cap d’ells coincideix amb la seva imatge per la H2-isometria h, llavors h
e´s la composicio´ de les tres simetries que envien cada punt a la seva imatge. Si un d’ells
coincideix, sera` el de les dos restants, i, si n’hi ha dos que coincideixen, sera` la simetria
que intercanvia el tercer punt i la seva imatge.
El lema i teorema anteriors impliquen, com en els dos casos anteriors, el segu¨ent corol·lari.
3.3.5 Corol·lari. Les H2-isometries formen un grup, que notarem per Isom(H2).
Observacio´. Tal i com succe¨ıa en els casos euclidia` i esfe`ric distingirem entreH2-isometries
que preserven orientacio´ (producte d’un nombre parell de simetries) i les que no la pre-
serven (producte d’un nombre imparell de simetries).
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3.4 Isometries com a funcions complexes
De`iem al final de la seccio´ 3.1 que calia comprovar que les H2-isometries que hav´ıem trobat
eren totes les que hi havia. Per poder veure aixo` ens ajudarem altre cop dels complexos.
Havent vist que tota H2-isometria e´s el producte de tres H2-simetries o menys (teorema
3.3.4), veiem el teorema segu¨ent.
3.4.1 Teorema. Les H2-isometries so´n de la forma
f(z) =
αz + β
γz + δ
amb α, β, γ, δ ∈ R tals que αδ − βγ = 1 (preserven orientacio´) i
f¯(z) =
−αz¯ + β
−γz¯ + δ
amb α, β, γ, δ ∈ R tals que αδ − βγ = 1 (no preserven orientacio´).
Demostracio´. Tenim que la inversio´ respecte al cercle Cρ(c) (una H2-simetria) te´ equacio´
g¯(z) = cz¯+ρ
2−cc¯
z¯−c¯ i determinant −c2 − ρ2 + c2 = −ρ2, si multipliquem el numerador i el
denominador per 1
ρ
tindra` determinant −1.
Per altra banda, tenim que la H2-simetria respecte la H2-l´ınia {x = ε} te´ equacio´ h¯(z) =
ε− z − ε = −z¯ + 2ε = −z¯+2ε
1
i determinant −1.
Per tant, la composicio´ de qualsevol dues H2-simetries sera` una funcio´
f(z) =
αz + β
γz + δ
amb determinant αδ − βγ = 1
La composicio´ d’aquesta funcio´ amb una altra H2-simetria sera` una funcio´
f¯(z) =
α′z¯ + β′
γ′z¯ + δ′
amb determinant α′δ′ − β′γ′ = −1
que e´s el mateix que
f¯(z) =
−αz¯ + β
−γz¯ + δ amb determinant αδ − βγ = 1
3.4.2 Lema. Una H2-isometria que no preserva orientacio´ f¯ te´ dos punts fixos en el cercle
de l’infinit R ∪∞.
Demostracio´. Pel teorema anterior tindrem que
f¯(z) =
−αz¯ + β
−γz¯ + δ
amb determinant αδ − βγ = 1. Per tant els punts fixos de R ∪∞ seran les solucions de
x =
−αx+ β
−γx+ δ per x ∈ R ∪∞
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doncs x = x¯ en R ∪∞.
Distingim ara entre el cas en que γ = 0, que tindra` solucions x1 = β/(α + δ) i x2 =∞, i
el cas en que γ 6= 0, que obtenim l’equacio´
x =
−αx+ β
−γx+ δ ⇔ γx
2 − (α + δ)x+ β = 0
amb solucions
x =
α + δ ±√(α + δ)2 − 4βγ
2γ
=
=
α + δ ±√α2 + δ2 − 2αδ + 4αδ − 4βγ
2γ
=
=
α + δ ±√(α− δ)2 + 4
2γ
Com que (α−δ)2 +4 > 0 hi ha dos solucions i, per tant, f¯ te´ dos punts fixos en R∪∞.
Veiem ara tota H2-isometria sera` d’un dels quatre tipus que ja hem esmentat.
3.4.3 Proposicio´. Una H2-isometria f sera` un d’aquests moviments
(i) una rotacio´
(ii) una rotacio´ l´ımit
(iii) una translacio´
(iv) una simetria
Demostracio´. Si f preserva orientacio´, sera` la composicio´ de dues simetries. Siguin L i
M les dues H2-l´ınies respecte les que es fa la simetria, tindrem les segu¨ents opcions:
(i) L i M es tallen. Fent un canvi de coordenades en D2 podem fer que es tallin en l’origen,
per tant f sera` una rotacio´.
(ii) L i M so´n asimpto`tiques. Fent canvi de coordenades podem fer que L sigui l’eix-y i
que siguin asimpto`tiques en l’infinit, per tant M sera` {x = α/2}. Aix´ı f sera` la rotacio´
l´ımit RLα.
(iii) L i M so´n ultraparal·leles. Fent canvi de coordenades podem fer que L sigui l’eix-y i,
per tant, que M sigui un semicercle disjunt de L. Sigui N la H2-l´ınia que es perpendicular
a L i M (Figura 3.4a), fent un canvi de coordenades altre cop de manera que N passi
a ser l’eix-y tindrem ara que L i M so´n dos semicercles de centre l’origen (Figura 3.4b).
Per tant, resulta evident que f sera` una H2-translacio´.
Suposem ara que f no preserva orientacio´. Pel lema anterior tindrem que te´ dos punts
fixos en R∪∞, sigui L la H2-l´ınia que connecta els dos punts fixos, considerem l’isometria
g = fSL.
(iv) Com que SL tambe´ deixa els punts fixos, g sera` una isometria que preserva orientacio´
i que deixa fixos els dos punts. Com que preserva orientacio´, pot ser una rotacio´, una
rotacio´ l´ımit o una translacio´, la u´nica opcio´ per a que a me´s deixi fixos els dos punts
e´s que sigui una translacio´ g = Tρ. Aix´ı, f = gSL sera` una simetria (amb lliscament si
ρ 6= 0).
Aix´ı, ja tenim totes les isometries del pla hiperbo`lic.
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(a) (b)
Figura 3.4: Dues H2-l´ınies disjuntes (L i M).
3.5 Superf´ıcies Hiperbo`liques
3.5.1 Definicio´. Direm que una superf´ıcie S e´s localment hiperbo`lica quan per a tot
punt A ∈ S existeixi un ε > 0 tal que Bε(A) e´s isome`tric a un disc del pla hiperbo`lic.
Com en els dos casos anteriors, buscarem superf´ıcies que siguin de la forma S = H2/Γ,
amb Γ discontinu i sense punts fixos. En el cas hiperbo`lic, com en l’euclidia`, aquestes
condicions restringeixen les rotacions. Pero` apart de les translacions i les simetries amb
lliscament, en el cas hiperbo`lic tambe´ tindrem les rotacions l´ımit.
A me´s, en el cas hiperbo`lic sorgira` un inconvenient:
3.5.2 Proposicio´. Els subgrups Γ de Isom(H2) no tenen l´ımit de generadors.
Demostracio´. Nome´s cal fixar-se en el fet que podem afegir a Γ una translacio´ sempre que
cap de les que ja estiguin en Γ comparteixi el centre respecte el qual es fa la translacio´.
E´s a dir, Γ pot tenir qualsevol nombre de translacions.
De totes maneres, seguim tenint la proposicio´ segu¨ent.
3.5.3 Proposicio´. Si un grup de moviments del pla hiperbo`lic Γ e´s discontinu i sense
punts fixos, llavors S = H2/Γ e´s superf´ıcie localment hiperbo`lica.
Demostracio´. E´s ana`loga a la de la proposicio´ 1.4.12 tenint en compte la me`trica hi-
perbo`lica.
I, com en els altres casos, tindrem el teorema de Killing-Hopf, que diu precisament el
rec´ıproc. En aquest cas, com en l’esfe`ric, cal notar que l’angle entre dos segments sera` el
donat per la definicio´ 3.2.8. Doncs e´s necessari per definir superf´ıcie completa.
A me´s, la construccio´ de la funcio´ pinzell sera` ana`loga considerant la me`trica hiperbo`lica.
3.5.4 Teorema. Teorema de Killing-Hopf. Tota superf´ıcie completa, connexa i localment
hiperbo`lica e´s de la forma H2/Γ.
Demostracio´. Ide`ntica al primer cap´ıtol pero`, com ja s’ha esmentat, considerant la me`trica
hiperbo`lica.
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3.6 Geometria hiperbo`lica vs. euclidiana
Com hem fet en el cap´ıtol sobre superf´ıcies el·l´ıptiques, compararem ara les superf´ıcies
hiperbo`liques amb les euclidianes calculant l’a`rea d’un triangle hiperbo`lic ∆αβγ.
Distingirem abans un tipus especial de triangles hiperbo`lics.
3.6.1 Definicio´. Direm que un triangle hiperbo`lic e´s asimpto`tic si dos dels seus costats
so´n asimpto`tics (Figura 3.5a). Com que els dos costats asimpto`tics formaran angle γ = 0
podrem notar el triangle per ∆αβ.
Si te´ amplada euclidiana dx i alc¸ada euclidiana dy l’a`rea infinitesimal d’un triangle
asimpto`tic ∆αβ sera`
dA = dxdy/y2 (3.6.1)
(a) (b)
Figura 3.5: Triangle hiperbo`lic asimpto`tic.
3.6.2 Teorema. L’a`rea d’un triangle asimpto`tic ∆αβ e´s pi − (α + β).
Demostracio´. Sense pe`rdua de generalitat podem considerar que el segment que no e´s
asimpto`tic e´s un tros del cercle amb centre l’origen i radi 1 (Figura 3.5a). Siguin λ i µ
tal i com mostra la figura, tindrem que λ = cos(pi − α) i µ = cosβ.
La fo´rmula (3.6.1) ens donara` que
A(∆αβ) =
∫ ∫
∆αβ
dxdy
y2
=
∫ µ
λ
∫ ∞
√
1−x2
dy
y2
dx =
∫ µ
λ
dx√
1− x2
fent el canvi de variable x = cosθ es te´∫ µ=cosβ
λ=cos(pi−α)
dx√
1− x2 =
∫ β
pi−α
−sinθdθ
sinθ
= pi − α− β
48
CAPI´TOL 3. SUPERFI´CIES HIPERBO`LIQUES
3.6.3 Corol·lari. L’a`rea d’un triangle hiperbo`lic ∆αβγ e´s pi − (α + β + γ).
Demostracio´. Podem representar qualsevol triangle hiperbo`lic ∆αβγ com la difere`ncia de
dos triangles asimpto`tics (Figura 3.5b) ∆α,β+δ i ∆pi−γ,δ aplicant isometries primerament
si cal.
Per la propietat additiva de l’a`rea es te´
A(∆αβγ) =A(∆α,β+δ)− A(∆pi−γ,δ) =
=pi − (α + β + δ) + pi − (pi − γ + δ) = pi − (α + β + γ)
La consequ¨e`ncia que se’n deriva d’aquest corol·lari e´s que cap superf´ıcie euclidiana o
el·l´ıptica e´s isome`trica a cap superf´ıcie hiperbo`lica, doncs A(∆αβγ) = pi− (α+β+γ). Per
tant, en superf´ıcies hiperbo`liques es te´ que
pi − (α + β + γ) > 0⇔ α + β + γ < pi
per a tot triangle hiperbo`lic.
Havent vist que el conjunt de superf´ıcies euclidianes, el·l´ıptiques i hiperbo`liques so´n dis-
junts ens topem amb un problema que ja s’ha esmentat amb anterioritat: no hi ha l´ımit
en els generadors dels grups Γ per generar les superf´ıcies hiperbo`liques. Per aquest motiu
ens restringirem a superf´ıcies compactes. Abans pero` introduirem una forma de construir
superf´ıcies a partir de pol´ıgons.
3.7 Construccio´ de superf´ıcies hiperbo`liques a partir
de pol´ıgons
3.7.1 Definicio´. Un pol´ıgon hiperbo`lic Π e´s una regio´ de H2 delimitada per un camı´
poligonal de H2-segments i segments de ∂H2 que notarem per arestes pro`pies i impro`pies
respectivament.
Els punts d’unio´ entre vores els anomenarem ve`rtexs de Π, que tambe´ els classificarem
per ve`rtexs propis, si es troben en H2, i impropis, si es troben en ∂H2.
3.7.2 Exemple. Els pol´ıgons hiperbo`lics tambe´ els podem definir sobre D2, un exemple
de pol´ıgon seria un octo`gon regular centrat en l’origen (Figura 3.6) i que el podem veure
en H2 aplicant-li J−1.
A partir de pol´ıgons hiperbo`lics i d’identificacions de les seves arestes podem generar
qualsevol superf´ıcie hiperbo`lica.
3.7.3 Definicio´. Definirem un aparellament d’arestes d’un pol´ıgon hiperbo`lic com una
particio´ d’arestes pro`pies en parelles {e, e′} de longitud igual (pot ser infinita) amb una
H2-isometria ge,e′ : e→ e′.
Direm que els punts w ∈ e i ge,e′(w) = w′ ∈ e′ so´n identificats per l’aparellament.
Pot passar amb els ve`rtexs que s’identifiquin amb me´s d’un ve`rtex, notarem el conjunt
de ve`rtexs identificats {w1, w2, ..., wk} com un cicle de ve`rtexs.
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Figura 3.6: Octo`gon regular amb les arestes identificades.
Observacio´. Un aparellament d’arestes d’un pol´ıgon Π e´s una relacio´ d’equivale`ncia que
defineix un espai d’identificacions SΠ que te´ per punts:
(i) Punts interiors de Π.
(ii) Parelles {w,w′} de punts interiors identificats d’arestes pro`pies.
(iii) Cicles {w1, w2, ..., wk} de ve`rtexs propis de Π.
3.7.4 Exemple. El pol´ıgon de l’exemple anterior (Figura 3.6) ens generaria el tor de
doble forat fent l’aparellament que s’indica.
3.7.5 Exemple. La pseudoesfera hiperbo`lica. Definim el pol´ıgon hiperbo`lic Π que te´ per
arestes Re(z) = −pi, Re(z) = pi i el tros de ∂H2 amb −pi ≤ Re(z) ≤ pi i que te´ per ve`rtexs
−pi, pi i ∞, tots impropis.
Definirem l’aparellament {(Re(z) = −pi), (Re(z) = pi)} amb la isometria g tal que
g(−pi + ic) = pi + ic.
L’espai d’identificacions SΠ resultant e´s localment isome`tric al pla hiperbo`lic. Sera` ho-
meomorf a la pseudoesfera de revolucio´ (exemple 3.0.5) pero` no isome`tric, doncs la de
revolucio´ tenia la me`trica indu¨ıda de R3, amb la qual no era completa, en canvi SΠ si que
ho e´s.
3.7.6 Teorema. Un espai d’identificacions S = SΠ te´ una dista`ncia que coincideix amb la
hiperbo`lica per regions de Π prou petites de manera que SΠ sera` una superf´ıcie hiperbo`lica
si la suma dels angles del cada cicle de ve`rtexs suma 2pi.
Demostracio´. Definim dS(A,B) com l’´ınfim de les longituds de tots els camins poligonals
de A a B en SΠ. Tot camı´ pAB de A a B el podem descompondre en els camins pAw1 ,
pw′1w2 , pw′2w3 , ... i pwnB on
w1 = primer punt en el que el camı´ pAB creua una aresta de Π
w′1 = punt (identificat amb w1) en el que el camı´ pAB torna a entrar en Π
...
wn = u´ltim punt en el que el camı´ pAB torna a entrar en Π
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Per tant
longS(pAB) := longitud del camı´ pAB = l(pAw1) + . . .+ l(pwnB)
Aix´ı tindrem:
dS(A,B) = inf{longS(pAB) | amb pAB camı´ poligonal de A a B}
que evidentment e´s dista`ncia.
Volem ara veure que per a tot punt P ∈ SΠ existeix un ε > 0 tal que la bola Bε(P ) e´s
isome`trica a un disc de H2.Segons l’observacio´ anterior distingirem els casos:
(i) Si P e´s un punt u interior de Π, escollim ε menor que un mig de la H2-dista`ncia
mı´nima de u a qualsevol aresta de Π. Llavors Bε(P ) sera` precisament el disc Bε(u) i per
a tota parella C, D ∈ Bε(P ) tindrem
dS(C,D) = dH2(C,D)
doncs el camı´ me´s curt entre C i D e´s el H2-segment CD.
Si el camı´ creue´s alguna aresta de Π tindria necessa`riament longitud major que 2ε per
com hem escollit ε. Per tant, Bε(P ) e´s isome`trica a un H2-disc.
(ii) Si P e´s una parella {w,w′} de punts interiors d’arestes identificats, escollim ε menor
que un quart de la H2-dista`ncia mı´nima de w o w′ a qualsevol aresta o ve`rtex de Π.
Llavors Bε(P ) e´s la unio´
Bε({w,w′}) = (Bε(w) ∩ Π) ∪ (Bε(w′) ∩ Π)
Per C, D ∈ Bε(P ) = Bε({w,w′}) tindrem
dS(C,D) =

dH2(C,D) si C i D estan en el mateix “mig” disc
dH2(C
′, D) si C ∈ Bε(w′) i D ∈ Bε(w)
dH2(C,D
′) si C ∈ Bε(w) i D ∈ Bε(w′)
Si el camı´ sort´ıs de la bola Bε({w,w′}) i creue´s alguna aresta de Π que no fos la de w o
w′ tindria necessa`riament longitud major que 2ε per com hem escollit ε. Per tant, Bε(P )
e´s isome`trica a un H2-disc.
(iii) Si P e´s un cicle de ve`rtexs {w1, w2, ..., wk}, escollim ε menor que un quart de la
longitud de tota aresta de Π.Llavors Bε(P ) e´s la unio´
Bε({w1, w2, ..., wk}) = (Bε(w1) ∩ Π) ∪ (Bε(w2) ∩ Π) ∪ ... ∪ (Bε(wk) ∩ Π)
de “sectors” Vε(wi) = Bε(wi) ∩ Π.
Quan l’angle d’aquests sectors suma 2pi podem descompondre les boles Bε(wi) en sectors
isome`trics als Vε(wi), adjacents els uns dels altres en el mateix ordre que se segueix en SΠ
al voltant del cicle de ve`rtexs. Per tant per C, D ∈ Bε(P ) = Bε({w1, w2, ..., wk}) tindrem
dS(C,D) = dH2(C
(j), D(j))
on C(j), D(j) so´n els punts en Bε(wj) ∩ Π corresponents a C, D.
Altre cop, si el camı´ sort´ıs de la bola Bε({w1, w2, ..., wk}) tindria necessa`riament longitud
major que 2ε per com hem escollit ε. Per tant, Bε(P ) e´s isome`trica a un H2-disc.
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3.8 Construccio´ de superf´ıcies compactes a partir de
pol´ıgons
Anem a generalitzar una mica me´s el concepte de construir una superf´ıcie a partir de
pol´ıgons.
El teorema de Rado´, que no demostrarem, diu que tota superf´ıcie compacta e´s homeomorfa
a un espai SΠ generat a partir d’un pol´ıgon Π amb les arestes identificades per parelles.
El pol´ıgon Π normalment e´s euclidia`, doncs els aparellaments d’arestes no cal que siguin
isometries, nome´s homeomorfismes.
L’eleccio´ de la geometria del pol´ıgon Π nome´s sera` important si ens preguntem si e´s
possible generar geome`tricament tota superf´ıcie compacta com a superf´ıcies euclidiana,
el·l´ıptica i hiperbo`lica. Si assumim el teorema de Rado´ veurem que la resposta e´s que s´ı.
Observacio´. Com que les arestes del pol´ıgon Π s’identifiquen per parelles, el pol´ıgon
tindra` 2n arestes amb n ∈ N+, notarem el pol´ıgon per un n-gon.
Si Π e´s un 2-gon les dues possibles maneres d’identificar les arestes donen l’esfera i el pla
projectiu com a superf´ıcies resultants. Per tant tota superf´ıcie SΠ definida per un 2-gon
sera` una superf´ıcie el·l´ıptica i, per tant, es pot generar geome`tricament.
Si Π e´s un 4-gon, SΠ resultara` ser una esfera, un pla projectiu, un tor o una ampolla de
Klein. Per tant SΠ tambe´ es pot generar geome`tricament, doncs tant el tor com l’ampolla
de Klein so´n superf´ıcies euclidianes, com ja hem vist.
La resta de superf´ıcies SΠ es podran generar geome`tricament com a superf´ıcies hiperbo`liques.
3.8.1 Lema. Tota superf´ıcie SΠ no homeomorfa a l’esfera e´s homeomorfa a una superf´ıcie
SΠ′ amb Π
′ un pol´ıgon amb un sol cicle de ve`rtexs.
Demostracio´. Suposem que el pol´ıgon Π te´ com a mı´nim dos cicles u = {u1, u2, ..., uk} i
v = {v1, v2, ..., vk}. Sera` suficient veure que es pot obtenir un pol´ıgon Π′ que genera una
superf´ıcie homeomorfa, que te´ menys ve`rtexs en v i no te´ nous cicles de ve`rtexs.
Per simplificar notacio´ notarem per v tot ve`rtex del cicle v i notarem per u tots els del
cicle u. Com que no tots els ve`rtexs de Π so´n u, hi haura` una aresta a de Π amb un
ve`rtex u i un ve`rtex que no sigui u, sense pe`rdua de generalitat, que sigui v.
Sigui a′ l’aresta amb la que s’identifica, si no comparteix el ve`rtex v amb a podem fer el
procediment que es veu en la Figura 3.7). El resultat e´s un nou pol´ıgon Π amb menys
ve`rtexs v, sense cicles nous, i tal que SΠ′ e´s homeomorfa a SΠ.
Si a′ comparteix el ve`rtex v amb a han de tenir direccio´ d’identificacio´ oposada, si aquest
e´s el cas al identificar les arestes desapareixera` v a no ser que que a i a′ siguin les u´niques
arestes de Π que llavors SΠ sera` homeomorfa a una esfera o al pla projectiu.
3.8.2 Proposicio´. L’a`rea d’un pol´ıgon Π amb n arestes e´s
A(Π) = (n− 2)pi −
∑
angles interiors (3.8.1)
Demostracio´. Pel corol·lari 3.6.3 sabem que l’a`rea d’un triangle hiperbo`lic ∆αβγ e´s pi −
(α + β + γ). Com que el pol´ıgon Π te´ n costats el podem triangular en n − 2 triangles
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Figura 3.7: Transformacio´ d’un pol´ıgon a un altre equivalent.
hiperbo`lics
A(∆α1β1γ1) =pi − (α1 + β1 + γ1)
A(∆α2β2γ2) =pi − (α2 + β2 + γ2)
...
A(∆αn−2βn−2γn−2) =pi − (αn−2 + βn−2 + γn−2)
de manera que
A(Π) =
n−2∑
i=1
A(∆αiβiγi) = (n− 2)pi −
n−2∑
i=1
(αi + βi + γi)
Com que tot angle de Π es descompon en tants angles com triangles comparteixen aquell
ve`rtex resultara`
n−2∑
i=1
(αi + βi + γi) =
∑
angles interiors
3.8.3 Teorema. Tota superf´ıcie compacta es pot construir geome`tricament.
Demostracio´. Com que les superf´ıcies compactes euclidianes i el·l´ıptiques ja hem vist que
es poden generar geome`tricament, ens queda comprovar-ho per les hiperbo`liques. Per
l’observacio´ vista en aquest cap´ıtol, podem considerar que el nombre d’arestes que tindra`
el pol´ıgon Π e´s 2n ≥ 6. A me´s, pel lema, podem considerar que Π nome´s te´ un cicle de
ve`rtexs.
Pel teorema 3.7.6 SΠ sera` hiperbo`lica si Π e´s un pol´ıgon tal que∑
angles interiors = 2pi
Sigui Π un 2n-gon regular, e´s necessari que
(2n− 2)pi − A(Π) = 2pi
Sigui 0 en D2 el centre de Π, el pol´ıgon pot tenir qualsevol dia`metre positiu (recordem que
la dista`ncia e´s la hiperbo`lica). L’a`rea de Π variara` de forma cont´ınua amb el dia`metre,
entre 0 (quan el dia`metre e´s zero) i (2n− 2)pi (quan els angles siguin zero), veure Figura
3.8.
Per tant, pel teorema del valor mig, com que 2n > 4 existira` un pol´ıgon Π que tindra`
a`rea de manera que els angles interiors sumin 2pi.
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Figura 3.8: Octo`gons de diferents dia`metres en D2.
3.9 Relacio´ entre pol´ıgons i subgrups de moviments
Vist el nou me`tode de construccio´ de superf´ıcies. Ens preguntem si podem trobar una
analogia entre la construccio´ de superf´ıcies hiperbo`liques a partir de subgrups de movi-
ments Γ (com ho fe`iem amb les superf´ıcies euclidianes i el·l´ıptiques) i la construccio´ a
partir de pol´ıgons.
Donat un pol´ıgon Π que genera Spi es pot obtenir el subgrup Γ de manera que S =
H2/Γ = SΠ, doncs ha d’incloure els moviments que identifiquen les arestes del pol´ıgon
amb l’orientacio´ adient. La inclusio´ dif´ıcil e´s si donat un subgrup Γ existeix un pol´ıgon
Π que generi la mateixa superf´ıcie. Veiem que aixo` sera` possible sempre que la superf´ıcie
sigui compacta.
3.9.1 Teorema. Per a tota superf´ıcie hiperbo`lica compacta S = H2/Γ existeix un pol´ıgon
Π de manera que SΠ = S.
Demostracio´. Donat que H2/Γ e´s una superf´ıcie hiperbo`lica, per a tot z ∈ H2 existeix un
entorn obert tal que no conte´ cap punt de l’o`rbita Γ(z) tret del propi z.
Per a qualsevol c ∈ H2 podem definir la regio´ de Dirichlet D(c) com
D(c) = {z ∈ H2 | dH2(z, c) ≤ dH2(z, gc) ∀g ∈ Γ}
Tota Γ o`rbita te´ un representant en D(c).
Podem definir D(c) com la interseccio´ dels segu¨ents semiplans hiperbo`lics tancats:
Hg(c) = {z ∈ H2 | dH2(z, c) ≤ dH2(z, gc)}
Per tant, D(c) consisteix en una regio´ convexa, tancada i amb vora ∂D(c) formada per
segments de les H2-l´ınies
Lg(c) = {z ∈ H2 | dH2(z, c) = dH2(z, gc)}
Hem de veure que ∂D(c) esta` formada per un nombre finit d’aquestes l´ınies.
Aqu´ı usem que la superf´ıcie e´s compacta, el que implica que D(c) e´s compacte i que estara`
contingut en un disc hiperbo`lic de centre c i d’un cert radi ρ. De la definicio´ de Lg(c) es
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dedueix que per a tota H2-l´ınia Lg(c) que passi a dista`ncia menor que ρ de c existeix un
punt gc de Γ(c) a dista`ncia menor que 2ρ de c.
Per tant, si hi ha infinites Lg(c) que passen a menys de ρ de c, hi haura` infinits punts gc
a dista`ncia menor que 2ρ de c, el que implicaria que hi ha un punt d’acumulacio´, cosa
que contradiu la suposicio´ del fet que H2/Γ e´s una superf´ıcie.
Agafant Π = D(c) per algun punt c ∈ H2 ja hem acabat.
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Conclusions
Acabat el treball, les conclusions que n’extrec so´n senzilles. Tot i ser un treball enfocat
en l’estudi de la geometria de la forma me´s elemental, han calgut eines de camps tan di-
versos com poden ser la teoria de grups, l’a`lgebra complexa, ca`lcul integral o la geometria
diferencial.
L’estudi de les superf´ıcies sempre ha estat una part important de la geometria, inclu´s per
a l’estudi de l’espai, on la geometria pateix deformacions, ha estat necessari.
En aquest treball ens hem centrat en una forma me´s abstracta de generar les superf´ıcies
que com es defineixen normalment (que e´s amb parametritzacions) a partir dels espais
quocients, doncs la geometria que se’n deriva e´s molt me´s senzilla d’estudiar i, per tant,
de classificar. La conclusio´ me´s immediata sobre aquesta forma de generar les superf´ıcies
e´s que nome´s podem aconseguir-ho per superf´ıcies ”prou bones”que compleixin certs re-
quisits (completes i connexes).
Tot i que aixo` no ha estat objecte d’estudi en el treball i per tant no s’ha demostrat, les
u´niques geometries en les quals podem classificar les superf´ıcies so´n l’euclidiana, l’el·l´ıptica
i la hiperbo`lica. Aix´ı, una conclusio´ important e´s que en l’estudi local de les superf´ıcies
nome´s caldra` que ens redu¨ım a tres casos, quan aquestes siguin completes tindrem el
quadre segu¨ent:
Superf´ıcie Compacta No Compacta
Euclidiana Tor i Ampolla de Klein R2, Cilindre i Cinta de Mo¨bius
El·l´ıptica S2 i P2
Hiperbo`lica Superf´ıcies de ge`nere ≥ 2 H2 i les restants de la forma H2/Γ
Una forma senzilla de veure en quina geometria ens haurem de centrar per estudiar una
superf´ıcie e´s calculant-ne l’a`rea dels seus triangles o, com s’ha vist en el treball, si la suma
dels seus tres angles interiors e´s major, igual o menor a pi.
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